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N

1. Introduction :

Jusqu’ici, I’évaluation de la probabilité d'un événement a été faite par rapport a l'univers. Il
arrive fréquemment, pour ainsi dire presque toujours, que tenant compte d’une information
nouvelle, la probabilité d'un événement est modifiée. Dans un tel cas, le calcul de la probabilité
de I’événement sera fait par rapport a un espace réduit.

Supposons que nous attendions le résultat d'une épreuve et que nous connaissions la
probabilité P(A) de I'événement attendu A. Si, I'épreuve s'étant déroulée, nous recevons une
information supplémentaire, par exemple que I'évenement B s'est produit, ce renseignement va
en général modifier la probabilité de réalisation de I'évenement A.
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2. Définition de la probabilité conditionnelle :

Soient A et B deux évenements d'un univers Q. Si P(B) # 0, on appelle probabilité
conditionnelle de A par B le nombre noté P(A\B), ce qui se lit " la probabilité de A sachant
que B s’est réalise " est tel que :

P(A N B)

P(A\B) = — )

Exemples :
Exemple (01) : [Probabilité conditionnelle]

On lance deux dés, quelle est la probabilité d’obtenir une somme supérieur a 6 sachant
que I’un des deux dés indique un 2 ?

Exemple (02) : [Probabilité conditionnelle]

Un vendeur de motoneige a classifie ses ventes de ’année courante d’apres la table suivante :

Comptant A crédit
Neuve 10 23
Usagées 40 57

Calculer la probabilité qu’un acheteur choisi au hasard dans les dossiers du vendeur soit :

a) un acheteur d'une motoneige neuve.

b) un acheteur d'une motoneige a crédit.

C) un acheteur d'une motoneige neuve étant donne qu’il est un acheteur d’une motoneige a
crédit.

d) un acheteur d'une motoneige a crédit s’il est un acheteur d’'une motoneige neuve.
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3. Propriétés de la probabilité conditionnelle :

Soient A et B et C des événements d'un univers Q. Si P(C) # 0,0na:
= P(A\C) =0
= P(O\C) =1
= P(AUB\C) =P(A\C) +P(B\C) si ANB=0
= P(AUB\C) = P(A\C) + P(B\C) —P(ANB\C) si ANB=#0
= P(A\C) =1-P(A\Q)
= P(@\C)=0
= Si AC B alors P(A\C) < P(B\()
= 0<P(A\0) <1
= P(AnB\C) = P(A\C) — P(A N B\C)

Exemple (03) : [Propriétés de la probabilité conditionnelle]

Soit A et B deux évenements tels que : P(A) = % P(B) = % P(ANB) =
Trouver :

= P(A\B)

= P(A\B)

= P(B\A)

= P(B\AUB)

= P(B\B)

= P(ANB\B)

= P(AUB\B)

1

8
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4. Laloi de la multiplication :

= | oi de la multiplication pour deux évenements :

En utilisant la définition da la probabilité conditionnelle :

P(A\B)=% si P(B) £ 0
P(B\A) = P;‘X‘\f) si P(A) #0

On obtient la loi de la multiplication par une simple transformation des formules
précédentes :

P(ANB) =P(B).P(A\B) si P(B)+0
P(ANB) =P(A).P(B\A) si P(A)#0

Donc pour calculer P(A n B) on peut utiliser les formules suivantes :

1. P(ANnB)=P(B).P(A\B) si P(B)#0
2. P(AnB)=P(A).P(B\A) si P(A)+0
3. P(AnB)=PA)+P(B)—-PAUB) parceque P(AUB) =P(A)+P(B)—P(ANB)

= | oi de la multiplication pour trois évéenements :

On peut géneéraliser a plusieurs événements la loi de multiplication. Pour calculer la
probabilité¢ d’une suite de 3 événements, on procede de la méme facon :

P(ANBNC) = P(B).P(A\B).P(C\ANB) si P(4), P(ANB) £ 0

= |_oi de la multiplication pour k événements :

Pour calculer la probabilité d’une suite de k événements, on procéde de la méme facon :
P(A;NA, NA;Nn..NAL) =P(A;).P(A,\A1).P(A3\A; NA,) ...P(AK\A; NA, N ...NAY)
si P(Ay), P(A{NA,),.., PA1NA, N..NAY #0
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5. Théoréme de Bayes :

Thomas Bayes (1702-1761) est né a Londres en Angleterre et a développé un théoréme
qui porte sur le calcul de la probabilité d’un événement basé sur une connaissance a Priori,
I’application du théoréme permet d’établir que la probabilité d’un événement est le résultat
conditionnel d’une probabilité connue.

Soit Ay, A, As, ..., Ay # 0, une partition de Q, et B est un évenement quelconque de Q

Aq A, B

| | /
’ v

4
" /// //
.

Puisque: B=(A;NnB)U(A, NnB)U..U(A,NB) et A,NB,A,NB,.., A, NB sont
mutuellement exclusifs, on a :
P(B) =P(4,NnB) +P(A,NB) + -+ P(4;, N B)
En appliquant la loi de la multiplication, on obtient :
P(B) = P(A1).P(B\Ay) + P(4;). P(B\A) + -+ + P(Ay). P(B\Ay)
De plus, pouri =1,2,3, ...,k

P(A;nB) P(A;).P(B\A)) P(A;).P(B\A))

PANB)=—5B) ~ P®B)  P(A) P(B\Ay + P(A,) P(B\A) + -+ P(Ap). P(B\Ap)

Donc : la formule de Bayes ( théoréme de Bayes ou loi de Bayes ) est la suivante :

P(Aj). P(B\A;)
P(A1).P(B\A;) + P(A;).P(B\A;) + -+ + P(Ay). P(B\A)

P(A;\B) =
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Exemple (04) : [Théoreme de Bayes]

Un appareil peut étre monté avec des piéces de haute qualité (40 % des cas) et avec des
piéces ordinaires (60 % des cas). Dans le premier cas, sa fiabilit¢ (probabilité de
fonctionnement) sur une durée de référence est égale a 0,95; dans le second, elle est de 0,7.

L'appareil a été soumis a un essai et s'est averé fiable (fonctionnement sans defaillance
sur la durée de référence).

Déterminer la probabilité que I'appareil soit composé de piéces de haute qualité.

Exemple (05) : [Théoréme de Bayes]

Deux usines fabriquent des ampoules, 1 % des ampoules fabriquées par la premiére
usine et 3 % des ampoules fabriquées par la seconde usine sont défectueuses. Dans un lot de
1000 ampoules, 600 viennent de la premiéere usine et 400 de la seconde usine.

On tire au hasard une ampoule et celle-ci est défectueuse. Quelle est la probabilité pour
que I’ampoule défectueuse provienne de la premiere usine ?

Exemple (06) : [Théoreme de Bayes]

Trois machines A, B, et C produisent respectivement 50 %, 30 % et 20 % du nombre total

de piéces fabriquées dans une usine, les pourcentages de pieces defectueuses de ces machines

sont de 3 %, 4 % et 5 %. Soit E I’événement correspondant a une piece défectueuse.

1. Si I’en prend une piece au hasard, quelle est la probabilité pour que cette piece soit
défectueuse ?

2. Calculer la probabilité pour que cette piéce ait été produite par la machine A, c’est-a-dire
calculer P(A\E).
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6. Indépendance des évenements :

= |ndépendance de deux évenements :

Deux événements A et B sont indépendants en probabilité si la réalisation de A n’influe
pas sur la probabilité que B soit réalisé ou non.

On dit que deux événements sont indépendants si et seulementsi: P(AN B) = P(A) X P(B)
Propriétés :
e Soit A et B deux évenements, A,B € ) :
A et B sont indépendants implique :
A et B sont indépendants.
A et B sont indépendants.
A et B sont indépendants.

e Tout événement est indépendant de I’événement impossible et indépendant de
I’évenement certain.

Remarque : ne pas confondre indépendance et disjonction (incompatibilite)

= |ndépendance de plusieurs évenements :

On dit que les événements A4, A4,, As, ..., A, sont indépendants si et seulement si :
P(A;nA,NA3Nn..NnA4,) = P(A;) X P(A,) x P(43) X ...x P(A,)

Exemple (07) : [Indépendance des évenements]

Le tableau suivant donne la répartition de 150 stagiaires en fonction de la langue choisie
et de I’activité sportive choisie.

Tennis Equitation Voile
Anglais 45 18 27
Allemand 33 9 18

On choisit un éléve au hasard :
1. Les événements « étudier I’allemand » et « pratiquer le tennis » sont-ils indépendants ?
2. Les événements « étudier 1’anglais » et « pratiquer la voile » sont-ils indépendants ?
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7. Formule de calcul de la probabilité conditionnelle :

Intitulé Notation Formule
La loi de P(ANB) = P(A).P(B\A)
multiplication PANE) | pianB) = P(B). P(A\B)
Probabilité P(A\B P(A\B) = P(ANB)
conditionnelle (A\B) \B) = P(B)
Formule de Bayes | P(A;\B) |P(A;\B) = P(AY). P(B\A,)

P(A1).P(B\A,) + P(A,).P(B\A,) +

-+ P(Ay).P(B\Ay)
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