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PREFACE

Cette nouvelle édition du livre conserve le méme esprit que 1’édition
précédente : les éléments du calcul des probabilités sont exposés dans le
corps des chapitres et les exercices proposés regoivent des solutions souvent
détaillées. L’ouvrage comporte vingt chapitres (le précédent en comportait
dix-neuf). Les dix-neuf premiers chapitres n’ont pas été fondamentalement
modifiés. Seules des améliorations locales ont été apportées : par exemple,
des démonstrations plus élégantes de résultats ont été incluses, les coquilles
notées par les auteurs ou relevées par les lecteurs dans la premiere édition ont
été corrigées. Plus important, plusieurs nouveaux exercices ont été ajoutés.
Enfin, certains exercices de la premiere édition qui n’avaient pas de solutions
détaillées en ont maintenant une.

Un chapitre 20 intitulé Applications des probabilités : problemes résolus a
été ajouté. La solution de ces problemes fait appel aux différentes techniques
et méthodes présentées dans le livre, souvent de fagon simultanée. Ce ne sont
plus des exercices, mais des problemes inhabituels, totalement résolus, qui
fournissent également une ouverture vers d’autres branches des mathémati-
ques.

Nous avons également ajouté la référence a l'ouvrage récent de Daniel
Revuz sur la théorie de l'intégration et apporté dans le corps du texte
plusieurs appels a référence a ce livre.

Pour la rédaction de cette nouvelle édition, nous avons bénéficié des
remarques et suggestions de la part de plusieurs collegues. Nous remercions
tout particulierement Jean-Pierre Dion, qui a fait une lecture approfondie du
précédent livre et a ainsi relevé plusieurs imperfections qui ont été corrigées
dans cette nouvelle édition. Anatole Joffe a continué de nous faire bénéficier
de toute son érudition. Nos deux collegues Wilbur Jonsson et Volker Strehl,
qui ont bien voulu se charger, respectivement, des traductions anglaise et
allemande du présent ouvrage, nous ont fait part de remarques judicieuses,
quant au contenu mathématique lui-méme. Nous remercions enfin d’autres
lecteurs attentifs et notamment Edith Kosmanek, Michel Valadier.

Strasbourg, le 20 mars 1998

Dominique FoaATa
Aimé Fucas



PREFACE DE LA PREMIERE EDITION

Ce cours de probabilités s’adresse aux étudiants de licence de mathéma-
tique (bac+3) des Universités. Ils y trouveront aussi des éléments du calcul
des probabilités qui ne sont développés qu’en maitrise (bac+4). On suppose
de leur part une maitrise des techniques de ’analyse mathématique telle
qu’elle est enseignée dans les deux premieres années des Universités ou dans
les classes préparatoires aux Grandes Ecoles et tout particulierement des
techniques sur les séries numériques et les séries de puissances.

Ce bagage mathématique étant supposé acquis, nous avons délibérément
pris le parti de développer, au début de ce livre, en fait durant les neuf
premiers chapitres, une théorie des probabilités discrétes, reposant sur la
seule technologie des séries, tout en distillant quelques notions plus avancées.
Il est plus aisé de la sorte de s’initier aux idées probabilistes et de les reprendre
ensuite dans le contexte d’une théorie de la mesure.

Comme le dit Pierre Cartier, la théorie de la mesure constitue pour les
probabilités une hygiene indispensable. Autrefois, c’est-a-dire dans les années
soixante, on pouvait disposer du livre de poche de Bauer [1], qui, en quelques
pages, donnait ces regles d’hygiene. L’ouvrage n’est plus en librairie, il est
remplacé par le premier tome du traité [2] du méme auteur, dans lequel
on retrouve un texte moins concis que celui du livre de poche. On peut
encore trouver un excellent exposé des bases mathématiques du calcul des
probabilités dans le manuel de Neveu [9].

De facon générale, les étudiants de licence suivent, parallelement a un cours
de probabilités, un cours de théorie de 'intégration. L’expérience montre qu’il
faut un certain temps pour que les notions développées dans un tel cours
soient bien utilisées dans d’autres matieres. Il nous a donc paru indispensable
de donner (dans les chapitres 10 et 11) des éléments de la théorie de la mesure
et de l'intégration, pour les appliquer ensuite au traitement de I’espérance
mathématique et des autres notions probabilistes dans le cas général.

Les chapitres ultérieurs traitent des variables aléatoires a plusieurs dimen-
sions; on y présente une théorie de ’espérance conditionnelle pour les varia-
bles aléatoires absolument continues, ainsi qu’un exposé sur les lois normales
a plusieurs dimensions. On y trouve aussi un traitement de la fonction généra-
trice des moments, une étude approfondie des principales lois de probabilités
avec une indication des domaines d’activité dans lesquels on les rencontre,
enfin un exposé sur les convergences stochastiques, la loi des grands nombres,
le théoreme «central limit » et la loi du logarithme itéré.

Cet ouvrage comporte de nombreux exercices, traditionnels comme le
fameux probleme des boites d’allumettes de Banach ou plus originaux,
comme la «poissonisation » (voir chap. 7). La plupart regoivent une solution
détaillée.



PREFACE xi

Les théoremes, propositions, lemmes ont une numérotation dépendant
du paragraphe dans lequel ils apparaissent. Dans le chapitre 6, §1, par
exemple, on trouvera successivement le Théoreme 1.1, puis la Proposition 1.2.
Les remarques écrites a la suite 'une de ’autre sont numérotées 1, 2, ...
sans référence au paragraphe qui les contient. Les définitions ne sont pas
numérotées. Les formules centrées ont une numérotation entre parentheses
ne dépendant que du paragraphe dans lequel elles se trouvent. Les renvois aux
théoremes, propositions, lemmes, sont faits sous la forme : c¢f. Théoreme 1.1
du chap. 6, par exemple.

Il y a aujourd’hui beaucoup de traités de probabilités, en beaucoup de
langues. Il ne nous est pas possible de les citer tous. Nous ne pouvons pas
cependant ne pas rendre hommage au premier d’entre eux, a celui qui a tant
fait pour populariser le sujet et qui est toujours le premier succes mondial
de librairie pour les ouvrages de mathématique, le fameux livre de Feller [3].
On y traite seulement de probabilités discretes, mais avec un talent qui est
resté inégalé.

En langue francaise, citons les ouvrages de Métivier [7] et Rényi [10], qui
présupposent un bagage mathématique semblable a celui qui est demandé
ici. Citons également la version anglaise du second ouvrage, entierement
repensée, contenant une étude tout a fait passionnante sur les fondements
des probabilités [11]. Signalons aussi I'ouvrage récent de Grimmett et Stir-
zaker [4], aussi du niveau de la licence de mathématique; enfin, en langue
italienne, 1’élégant manuel de notre collegue Letta [6].

Il nous parait utile enfin de citer en référence quelques traités de théorie
de la mesure et de l'intégration, comme, par exemple, le livre de Munroe [8]
ou celui de Jean [5].

Plusieurs collegues bienveillants nous ont apporté leurs conseils et nous ont
fait part de remarques et corrections dans la lecture des premieres versions
du présent texte. Qu’il nous soit permis de remercier tout particulierement
Philippe Artzner, Milos Dostal, Xavier Fernique, Bernard Heinkel, Elisabeth
Khalili, Giorgio Letta, Gérard Rauch, Gian-Carlo Rota, Raymond Séroul.

L’aide la plus efficace, la plus chaleureuse, la plus instructive aussi, nous a
été apportée par Anatole Joffe, qui a bien voulu tester une premiere version
de ce livre dans son enseignement des probabilités, lors de son séjour a
Strasbourg au printemps 1995. C’est grace a lui et a son talent que nous
avons pu enfin boucler 'ouvrage qui était resté fragmentaire durant plusieurs
années.

Mme Martine Lemonnier, directrice d’édition scientifique chez Masson a
fait une relecture tres précieuse du manuscrit, tout comme M. Sinnou David,
le directeur scientifique de la Collection, pour la partie mathématique et nous
ont suggéré plusieurs améliorations. Enfin, Mme Genevieve Bignet a réalisé
une lecture du document final et nous a signalé plusieurs passages qui méri-
taient un meilleur traitement typographique. Nous les remercions tous trois
tres chaleureusement.
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CHAPITRE PREMIER
LE LANGAGE DES PROBABILITES

L’objet des trois premiers chapitres est de donner la description complete
et les propriétés du triplet fondamental (€2, 2, P), maintenant adopté par tous
les probabilistes pour une premiere adéquation mathématique de la notion
de hasard. D’abord, il faut décrire les éveénements' attachés au phénomene
considéré ou intervient le hasard. C’est I'objet de ce présent chapitre. Ces
évenements apparaitront comme des sous-ensembles du premier élément )
du triplet. Pour permettre une manipulation aisée des évenements, nous
introduirons, au chapitre suivant, essentiellement une famille remarquable 2(
d’évenements, qui obéit a des regles algébriques précises. Dans le troisieme
chapitre enfin, nous ferons I’étude du troisieme élément P (la mesure de proba-
bilité) et pourrons alors donner une pondération aux événements appartenant
a la classe 2.

1. Un exemple. — Imaginons une compagnie pétroliere, disposant d’un
certain nombre de navires et désirant faire une étude rigoureuse de 'arrivée
de ses pétroliers a leur port d’attache. Les aléas de la mer font que 'arrivée de
ces pétroliers ne peut étre prévue a I’heure pres. Pour permettre ’analyse de
ces arrivées, la compagnie doit considérer a priori une classe d’évenements
liés a ces arrivées, comme «pas d’arrivée le vendredi entre 8 heures et 10
heuresy, ou bien «les bateaux 1 et 2 arrivent le 8 janvier», ou bien «le
pétrolier n® 2 tombe en panne en mer . Elle considere également une famille
d’évenements plus ponctuels ou élémentaires — on les appelle plus volontiers
épreuves — comme (le pétrolier n° 2 arrive le vendredi 8 janvier a 9 heures ».
Appelons w cette épreuve. Il est clair que 'évenement A «pas d’arrivée le

1 Voila un mot qu’on rencontrera souvent dans cet ouvrage. On notera attentivement
I'accentuation du mot. Comme nous I’a signalé le professeur Charles Muller de la Faculté
des Lettres de Strasbourg, «la graphie avec accent aigu sur 1’“e” de la deuxieme syllabe
n’a de justification ni phonétique, ni étymologique. Elle vient du fait qu’au dix-septieme
siecle, on n’utilisait l'accent grave que sur “a” (&) et sur “u” (comme dans “o0”, qui
est, par ailleurs, le seul mot de la langue frangaise comportant cette lettre accentuée!). )
M. Muller ajoute : « Quand pour la troisieme édition (1740) on décida de mettre un accent
grave sur des mots comme “pere”, “funebre”, “allegre”, etc., 'imprimeur de 1I’Académie,
Coignard, n’avait pas fondu assez d’“e” avec accent grave. Dans de nombreuses pages, il
ne mit que des “e” avec accent aigu. Lors de la quatriéme édition (1762), quelques mots
furent oubliés, dont évéenement, ou subsista ’accent aigu, lequel devint au dix-neuvieme
siecle un objet de vénération puriste (également allégrement, allégement, etc.). Désormais
la forme événement est la norme, I’autre restant correcte jusqu’a disparition de ses derniers
adorateurs. »
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vendredi entre 8 heures et 10 heures » ne se réalise pas dans I’épreuve w, mais
que I’évenement B «au moins I'un des bateaux 1 et 2 arrive le 8 janvier » se
réalise en w.

Pour étudier ce phénomene des arrivées, on est donc amené a introduire
un ensemble fondamental ) et a I'identifier a I’ensemble des couples (n,t), ou
n désigne le numéro d’un pétrolier de la compagnie et ¢t 'instant d’arrivée au
port du pétrolier. L’épreuve w considérée précédemment est alors 1’élément
(2,(8,9)), ou (8,9) désigne le 8 janvier, 9 heures. L’évenement B est identifié
a I’ensemble de tous les éléments (n,t), tels que n = 1 ou 2 et (8,0) < ¢ <
(8,24). Dans cet exemple, on voit donc que 'appartenance «w € B » équivaut
au fait que « B s’est réalisé dans 1’épreuve w». Le langage d’appartenance
provient de la théorie des ensembles, celui de la réalisation d’événements du
langage des probabilités. L’équivalence qui vient d’étre décrite permet de
passer constamment d’un langage a l’autre, comme il est précisé dans les
paragraphes suivants.

2. Le triplet fondamental. — Ci-dessus, on a pu expliciter comple-
tement ’ensemble fondamental 2. Dans la plupart des cas cependant, on
se borne a supposer l'existence d’un tel ensemble. Celui-ci fait partie d’un
triplet (£2,%2(, P) ayant les propriétés suivantes :

a)  est un ensemble non vide appelé ensemble fondamental; ses éléments w
sont appelés épreuves. L’ensemble €2 contient l'’ensemble de tous les
résultats possibles de ’expérience aléatoire.

b) 2 est une classe de sous-ensembles de ) appelés événements; un événement
est un fait attaché a ’expérience aléatoire et susceptible ou non de se pro-
duire. Si w est une épreuve et A un évenement, on dit que I’événement A
se réalise dans ’épreuve w si et seulement si w appartient a A.

Dans les cas élémentaires, la classe 2 des évenements est la plupart du temps
égale a P(Q), Uensemble de toutes les parties de Q0 (une notation qui est
constamment utilisée par la suite), de sorte que tout sous-ensemble de (2
peut étre considéré comme évenement. En particulier, tout singleton, c’est-
a-dire tout sous-ensemble de la forme {w}, ol w est un élément de (2, est
un évenement appelé événement élémentaire. A un stade plus élaboré de la
théorie, il convient de ne pas supposer que la classe 2 soit confondue avec
PB(£2), de sorte qu’'un singleton peut ne pas étre un événement; la notion
d’évenement élémentaire est plutot a proscrire. Toutefois, on cherche a faire
en sorte que la classe 2 obéisse a des regles algébriques commodes, comme
celles d'une tribu.

c) P est une pondération sur la classe 2 des évenements. Dans le modele que
nous adoptons, P est une mesure de probabilité sur A. Le nombre P(A) est
appelé la probabilité de A.

Le modele que nous venons de proposer permet de traduire dans le langage du
calcul des probabilités la plupart des notions de la théorie des ensembles. En
particulier, les opérations logiques sur les événements vont maintenant étre
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des opérations ensemblistes sur les parties d’'un ensemble. On utilise parfois
simultanément le langage de la théorie des ensembles et celui des probabilités.
Les notions suivantes sont d’un usage courant :

1) La partie vide ) est un évenement appelé événement impossible; il ne
se réalise dans aucune épreuve;

2) La partie pleine €2 est un événement appelé événement certain; il se
réalise dans toute épreuve;

3) Soient A et B deux événements. On dit que I’événement A entraine
I’évenement B, si B se réalise (exactement) dans toute épreuve ou A se
réalise ; autrement dit, si 'on a A C B.

4) Deux évenements A et B sont équivalents, si A entraine B et B
entraine A; autrement dit, si 'on a A = B.

5) La conjonction de deux évenements A et B est I'événement qui se
réalise exactement dans toute épreuve ou A et B se réalisent tous deux.
C’est donc leur intersection AN B.

6) La réunion de deux évenements A et B est I’évenement qui se réalise
exactement dans toute épreuve ou 'un au moins des évenements A, B se
réalise. C’est donc AU B.

7) L’évenement contraire d'un évenement A est I'événement qui se
réalise exactement dans toute épreuve ou A ne se réalise pas. C’est donc
le complémentaire de A, que 'on note A° (= Q\ A).

8) Deux évenements A et B sont incompatibles (ou disjoints) si leur
conjonction est I’événement impossible, autrement dit, si AN B = (.

Notations. — Lorsque les évenements A et B sont incompatibles, on
notera A + B, plutot que A U B, leur réunion. De méme, on écrit ) . A;
la réunion d’événements A;, deux a deux incompatibles. On utilise aussi la
notation AB pour AN B.

La différence entre deux évenements A et B, dans cet ordre, notée A\ B,
est I’évenement A N B€. Lorsque A D B, on parle plus volontiers de la
différence propre A\ B. Une suite d’événements A, est notée (A,) (n > 1)
ou simplement (A,,). S’il s’agit d’une suite finie, on écrit, par exemple, (A;)
(i=1,2,...,n).

3. Suites infinies d’événements

3.1. Limites de suites d’événements. — Soit (A,,) une suite d’événements.
Dans la théorie des ensembles, la réunion (J,, A, (on écrit encore |J,—; A;)
de la suite (A,) est ensemble des éléments w € Q ayant la propriété «il
existe un entier n tel que w € A, ». Dans le langage des probabilités, compte
tenu de la transcription ci-dessus, I'évenement | J,, A, est I'évenement «1'un
au moins des A,, se réalise». De méme, (), A, est 'évenement «tous les A,
se réalisent ).

Si la suite (A,,) est croissante, ¢’est-a~dire sil'on a A,, C A, 41 pour tout n,
la réunion (J,, A, de la suite (A,) est aussi appelée la limite de la suite. On
écrit alors | J,, A, = lim,, A,,, ou encore A,, T lim,, 4,,.
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De méme, si la suite (A,) est décroissante, a savoir si A,, D A1 pour
tout n, I'intersection [, A,, de la suite est encore appelée la limite de la suite.
On écrit (), A, = lim,, A4,, et A, | lim,, A,,.

Lorsqu’une suite (A,,) est ou bien croissante, ou bien décroissante, on dit
qu’elle est monotone.

3.2. Limites inférieure et supérieure. — Une suite (A, ) d’événements
étant donnée, on peut toujours définir la limite inférieure et la limite
supérieure de cette suite. La limite inférieure de la suite (A,) est définie
comme ’ensemble, noté liminf,, A,, de tous les éléments w de 2 qui appar-
tiennent a tous les A, sauf a un nombre fini d’entre eu.

De méme, la limite supérieure de la suite (A,) est I'ensemble, noté
limsup,, 4,,, de tous les éléments w de Q qui appartiennent a A, pour une
nfinité d’indices n.

Exprimons les limites inférieure et supérieure en fonction des symboles
union et intersection.

PROPOSITION 3.2.1. — Soit (A,,) une suite de parties d’un ensemble €.
Alors

liminf,, 4, = Ej ﬁ A,y limsup, A, = ﬁ G Am;

n=1m=n n=1m=n

liminf,, A,, C limsup,, 4,.

Démonstration. — Dire que w appartient a tous les A, sauf a un
nombre fini, c’est dire qu’a partir d’un rang n, il appartient a l'intersection
B, =),,>, Am. Par conséquent, il existe un entier n tel que w € B,,, ce qui
prouve la premiere identité.

Le fait pour I’élément w d’appartenir a une infinité de parties A,, veut dire
qu’aussi loin qu’on peut aller dans la suite des entiers, disons a ’indice n, cet
élément appartient toujours a la réunion C,, = J,,,~,, Am. Par conséquent, w
appartient & l'intersection de la suite (C,,), ce qui établit la seconde identité.

L’inclusion est banale, car si w appartient & lim inf,, A,,, il appartient a tous
les A,, & partir d'un certain rang, donc & une infinité d’événements A,,. |[]

Posons A, = liminf,, A, et A* = limsup,, A,,. On vérifie immédiatement
les relations :

(3.2.1) (A,)° =limsup,, A,° et (A*)¢ = liminf, A,°.

Définition. —  Si liminf,, A,, = limsup,, A,, on dit que la suite (A4,,) a
une limite et on écrit :

(3.2.2) lim,, A,, = liminf, A, = limsup,, A,.

On dit encore que la suite (A,) tend vers A = lim,, A,, ou converge vers A.
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PROPOSITION 3.2.2. — Lorsque la suite (A,,) est monotone, les relations
(3.2.2) sont vérifiées.
Démonstration. — Si (A,) est croissante, alors (\~_ A, = A,, dou

liminf, 4, = U, -, A, = lim, A,. D’autre part, pour tout n > 1, on a
Uy, Am =U _; Am. Dot limsup, A, = oy U, A = U A =
lim,, A,,.

Comme la proposition est vraie pour les suites croissantes, elle est aussi
vraie pour les suites décroissantes, par application des relations (3.2.1). []

Dans le langage des probabilités, si l’on considere les termes de la suite
(A;,) comme des éveénements, ’ensemble liminf, A, est alors I’événement
«tous les A, se réalisent apres un certain rangy. De méme, limsup, 4,
est I’évenement «il se produit une infinité d’évenements A, ». Ce dernier
évenement est souvent considéré en calcul des probabilités, en particu-
lier dans la théorie des évenements récurrents. Les Anglo-saxons ’écrivent
{4,,, i.0.} («i.0.» signifie «infinitely ofteny, une infinité de fois).

3.3. Indicatrice d’un évenement. — Une fonction tres utilisée est I'indica-
trice I 4 d’un évenement A. C’est une fonction sur € dans le doubleton {0, 1}
définie par :

1, siweA;
IA(”)_{O, siwéd A

COMPLEMENTS ET EXERCICES

1. — Soient A, B, C trois évenements. Exprimer en fonction de A, B, C
et des opérations ensemblistes les évenements ci-apres :
a) A seul se produit;
b) A et C se produisent, mais non B
c) les trois évenements se produisent ;
d) 'un au moins des évenements se produit ;
deux évenements au moins se produisent ;
f) un évenement au plus se produit;
g) aucun des trois évenements ne se produit;
h) deux événements exactement se produisent ;
i) pas plus de deux éveénements ne se produisent.

¢}
— ~—

2. — Soit 2 'ensemble des couples mariés d’une ville donnée. On considere
les évenements :

A «I’homme a plus de quarante ans» ;

B «la femme est plus jeune que 'homme ) ;

C «la femme a plus de quarante ans .
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a) Interpréter en fonction de A, B, C' I’événement «le mari a plus de
quarante ans, mais non sa femme ).

b) Décrire en langage ordinaire les événements AN BN C° A\ (AN B),
ANnB‘ndC, AUB.

c) Vérifier que ANC° C B.

3. — Etant donné une suite d’éveénements (4;) (i = 1,2,...), montrer

que l'on a
HAZ' nzl(A \ U Az):

ott 'on pose Ay = (). Ceci signifie que toute réunion peut s’exprimer sous
forme de réunion disjointe.

4. — Soient A et B deux éveénements et (A,) une suite d’événements
définis par A,, = A ou B suivant que n est pair ou impair. Montrer que

liminf,, A, = ANB et limsup,, A, = AU B.

5. — Soient A, B avec ou sans indices des éveénements. Vérifier les formules
concernant les indicatrices :
a) Ip=1;1; =0;
b) I4(w) < Ig(w) pour tout w dans 2 si et seulement si A C B;
¢) lang = 1alp; Tavp =Ia+ I — IanB;
d) Iae =1~ 145 Ia\p =1a(1—1Ip).
e) Soient A, = liminf,, 4, et A* = limsup,, A,,. Alors

I4, =liminf, 14, et Ia« =limsup, 14, .

6. — Soient trois évenements F, F, G auxquels on associe les deux
évenements

A=(EUF)NG, B=FEU(FnNG).

a) Parmi les deux événements A, B, I'un entraine I'autre; lequel ?
b) Trouver une condition nécessaire et suffisante, portant sur E et G, pour
que 'on ait A = B.

7. — Etant donné deux évenements A, B, on désigne par A A B
I’événement consistant en le fait que 'un exactement des évenements A, B
se réalise; cet évenement est appelé la différence symétrique des évenements
A, B. Donnons-nous trois évenements A, B, C de ).

a) Montrer que : (A A B)U (A A B¢) = Q.

b) Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que l'on ait :

(AABYN(AAC)=ANA(BUC).



CHAPITRE 2
LES EVENEMENTS

Dans la construction du modele probabiliste, on se donne un ensemble non
vide 2 et on cherche a remplir conjointement les deux conditions suivantes :

1) attribuer une probabilité a tout sous-ensemble de €2 ;
2) respecter quelques regles de calcul simple, en premier lieu la régle d’addi-
tivité.
Il se trouve que pour des raisons mathématiques (que 'on peut résumer
en disant qu’il existe des sous-ensembles de () de nature extrémement
compliquée) on ne peut satisfaire a ces deux exigences a la fois, du moins
lorsque €2 a la puissance du continu. L’idée est alors de ne pas attribuer une
probabilité a toute partie A € B(2), mais seulement aux parties appartenant
a une certaine classe 2(, en général strictement contenue dans JB(2). Si I'on
munit cette classe de quelques propriétés algébriques commodes, on peut
alors remplir la seconde condition. Ce sont les propriétés d’algébre et de
tribu qui se sont avérées les plus efficaces. Leurs axiomes et leurs propriétés
élémentaires sont donnés dans le présent chapitre.
Les systemes de Dynkin et les classes monotones, dont 1’étude est aussi
abordée ici, sont surtout des outils techniques.

1. Les algebres

Définition. — Soient €2 un ensemble fondamental et 2 un sous-ensemble
de P(). On dit que 2A est une algébre (de Boole), si 2 satisfait aux axiomes
suivants :

(A1) Qe A;

(A2) Acd, BeA= AUBec;

(A3) AcA= A e

Conséquences

(Ad) D e,

(A5) Acd, BeA=ANBe;

(AG) Al,Ag,...,AnEQL:>U?:1Ai€Qlet ﬂ?zlAZ‘EQL

Ces trois propriétés sont des conséquences immédiates des trois axiomes.
La propriété (A4) découle de (Al) et (A3), la propriété (A5) de l'identité
AN B = (A°UB°)°, de (A2) et de (A3). Enfin, (A6) se déduit de (A2) par

récurrence sur n.
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De fagon équivalente, il est commode de dire qu’'une classe 21 de sous-
ensembles de () est une algebre, si elle contient I’élément 2 et si elle est
stable par réunion finie et par passage au complémentaire.

Un exemple d’algebre est donné par la classe des réunions finies d’inter-
valles semi-ouverts de la droite, comme il est décrit de facon précise dans
I’exemple suivant.

Ezemple. — Soit P ’ensemble de tous les intervalles semi-ouverts de la
droite réelle qui sont de la forme :

] — o00,d'[; la,b[; [a”, +ool;
—o0o<a<b< +oo; —00 < a' < +o0; —o00 < a” < +o0.
PROPOSITION 1.1. — La famille 2 de tous les sous-ensembles de R qui

sont des réunions finies d’intervalles appartenant a P est une algébre.

Pour démontrer cette proposition, on vérifie tout d’abord (et de fagon

immédiate) les points suivants :

1) le complémentaire d’un intervalle de P appartient a 2 ;

2) Q=R =] —o0,+00[ et ) = [a, a[ appartiennent & 2A;

3) la réunion de deux éléments de A appartient a 2 ;

4) Tintersection de deux intervalles de P appartient a .
Il en résulte que si A = J; I; et B = |J; J; sont deux éléments de 2, leur
intersection ANB = UZ j I; N J; est encore un élément de 2. Par conséquent,
le complémentaire A° = (), ;¢ d'un élément A = |J; I; de 2 appartient
encore a 2A. []

Remarque. — On note que tout élément A de ’algebre précédente peut
toujours s’exprimer comme réunion finie d’intervalles de P, disjoints deux a
deuz.

2. Les tribus. — Dans la définition des tribus donnée ci-apres, on reprend
les trois axiomes des algebres, mais on modifie seulement le deuxieme. On ne
traite plus des seules réunions finies, mais des réunions dénombrables.

Définition. — Soient €2 un ensemble fondamental et 21 un sous-ensemble
de P(Q). On dit que A est une tribu (on dit encore o-algébre, o-corps, corps
de Borel), si 2 satisfait aux axiomes suivants :

(T1) Q e,

(T2) si (An) (n = 1,2,...) est une suite d’éléments appartenant a 2,
alors la réunion J~ ; A,, appartient aussi a ;

(T3) AcA= A

On peut encore dire qu’une tribu est une classe de parties de €2, qui
contient €2 et qui est stable par réunion dénombrable et par passage au
complémentaire.

Les deux propriétés suivantes sont des conséquences immédiates de ces
trois axiomes (cf. les vérifications précédentes pour les propriétés concernant
I'algebre) :
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(T4) 0 e,
(T5) si (A,) (n = 1,2,...) est une suite d’éléments appartenant a 2,
alors 'intersection (), A, est aussi dans 2.

Remarque. — Une tribu 2 est aussi une algebre. Il suffit, en effet, partant
de deux éléments A et B de 2, de former la suite A1 = A, A, = Bet A, =10
pour n > 3. L’axiome (T2) entraine que la réunion AU B = |J_, A, est
encore dans 2. L’axiome (A2) est donc ainsi vérifié.

Ezemples. — Pour tout Q non vide, le doubleton {2, 0} et ’ensemble F(2)
de toutes les parties de €2 sont des tribus. On convient d’associer toujours
cette derniere tribu a €2, lorsque ce dernier ensemble est fini ou dénombrable.

Contrairement au cas des algebres (cf., par exemple, la Proposition 1.1),
il est plus difficile de donner une description explicite de tous les éléments
appartenant a une tribu non triviale.

PROPOSITION 2.1 (tribu engendrée par une classe de parties). — Soit C
un ensemble de parties de ). Alors il existe une et une seule tribu T(C) ayant
les propriétés suivantes :

(i) ¥(C)>C;

(ii) si T’ est une tribu contenant C, alors elle contient aussi T(C).

La tribu T(C) est appelée tribu engendrée par C.

Démonstration. — Vérifions tout d’abord que toute intersection d’une
famille non vide de tribus est encore une tribu. En effet, si (¥;) est une
famille non vide de tribus de €2, I’ensemble 2 étant dans chacune des tribus
est encore dans leur intersection (), ¥;. De méme, on vérifie que les axiomes
(T2) et (T3) étant vrais pour chacune des tribus ¥;, sont encore satisfaits
pour l'intersection.

On remarque ensuite que la famille des tribus qui contiennent C n’est pas
vide, puisque PB(£2) en fait partie. On considere alors I'intersection de toutes
les tribus qui contiennent C. C’est une tribu d’apres la premiere partie de
la démonstration. Elle satisfait ensuite aux deux propriétés (i) et (ii) et par
construction elle est évidemment unique. |[]

Exemples

1) Sila classe C est elleeméme une tribu, alors la tribu engendrée par C
est identique a C.

2) Soit A un sous-ensemble de €2, alors la tribu engendrée par la classe
{A}, réduite au seul élément A, est {0, A, A°,Q}.

3) Soient A et B deux sous-ensembles disjoints de 2. La tribu engendrée
par le doubleton {A, B} se compose des huit sous-ensembles (non nécessai-
rement distincts) : 0, A, B, A+ B, A¢, B¢, A°N B¢, Q.

Définition. —  On appelle tribu borélienne de la droite réelle R, la tribu
engendrée par la classe des intervalles fermés bornés { [a,b] : a < b}. Cette
tribu est notée B'. Ses éléments sont appelés les boréliens de la droite.
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Comme on peut le vérifier (cf. exercice 6), la tribu borélienne peut étre
engendrée par beaucoup d’autres classes de sous-ensembles de R.

Définition. — On appelle tribu borélienne de R™ la tribu, notée B”,
engendrée par les pavés fermés

{(z1,20,...,2pn) 1 a; <x; <b;, 1=1,2,...,n}.

Définition. — On appelle espace probabilisable (ou espace mesurable) tout
couple (2, 2) formé d’un ensemble non vide €2 et d’une tribu 2 de parties de
Q). Les éléments de 2 sont appelés événements.

Exemples
1) Le couple (€,9(2)) est un espace probabilisable. C’est 1'espace
probabilisable qu’on associe toujours a {2, lorsque € est au plus dénombrable.
2) Le couple (R™, B™) est un espace probabilisable.

3. Les systemes de Dynkin. — Avec les systemes de Dynkin, on dispose
d’un nouvel outil pour démontrer qu'une classe de parties est une tribu.
Comme indiqué dans la Proposition 3.1, il suffit de partir d’un systeme de
Dynkin et de s’assurer qu’il est stable par intersection finie. Les systemes
de Dynkin seront essentiellement utilisés dans ’étude de 'indépendance des
classes d’évenements. Pour une premiere lecture, on peut se contenter de lire
la définition et les énoncés des deux propositions suivantes.

Définition. — Soient {2 un ensemble fondamental et © une classe de parties
de €. On dit que ® est un systeme de Dynkin, s’il satisfait aux axiomes
suivants :

(D1) Q€ D;

(D2) Ae®, Be®, ADB=A\Be®;

(D3) si (A,) (n=1,2,...) est une suite d’éléments de D, disjoints deux
a deuz, alors la réunion (disjointe) Y 7 | A, est aussi dans D.

On peut encore dire qu'un systeme de Dynkin de 2 est une classe de
parties, qui contient 1’élément () et qui est stable par différence propre et par
réunion dénombrable disjointe.

PROPOSITION 3.1. — Une tribu est toujours un systeme de Dynkin. Pour
qu’un systéeme de Dynkin D soit une tribu, il faut et il suffit qu’il soit aussi
stable par intersection finie, c’est-a-dire qu’il satisfasse encore a l’axiome :

(Ir) Ac®, BeD=ANBeD.

Démonstration. — La premiere partie de la proposition est évidente.
Il suffit donc de démontrer qu’un systeme de Dynkin qui est stable par
intersection finie est aussi une tribu. Partons d’un tel systeme . D’abord,
les axiomes (T1) et (T3) sont vérifiés, puisqu’en particulier A = Q \ A.
D’autre part, ® est stable par réunion finie, puisque si A et B sont dans D,
I'intersection AN B et la différence propre A\ AN B le sont aussi, donc encore
la réunion disjointe :

AUB=(A\(ANB))+B.
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Si maintenant (A,,) est une suite d’éléments de ©, toutes les réunions finies
B, = A1U---UA,, sont aussi dans ©. On peut alors écrire, en posant By = (),

UA Z n\Bnl
n=1 n=1

ce qui montre bien que la réunion (dénombrable) est encore dans . []

Comme pour les tribus, on se convainc qu’étant donné une classe de parties
C, il existe un systeme de Dynkin unique, contenant C et contenu dans tout
systeme de Dynkin contenant C. On ’appelle le systéeme de Dynkin engendré
par C et on le note D(C).

PrROPOSITION 3.2. — Soit C un ensemble de parties de ) stable par
intersection finie. Alors
D(C) =%(C)
Démonstration. — Comme toute tribu est un systeme de Dynkin, on a

déja l'inclusion ®(C) C ¥(C). Pour prouver l'inclusion inverse, il suffit de
montrer que D(C) est aussi une tribu. D’apreés la proposition précédente, il
suffit méme de montrer que D(C) est lui-méme stable par intersection finie.
Prenons un élément A de D(C) et formons I'ensemble, noté J(A), de toutes
les parties B de € telles que BN A € ©(C). La classe J(A) est un systeme
de Dynkin, car elle contient €2 et elle est stable par différence propre et par
réunion dénombrable disjointe. Or si F est dans C, on a FFN E € C pour
tout F' € C; dou C C J(E) et ©®(C) C J(E) pour tout E € C. La derniere
inclusion se traduit encore par : pour tout A € D(C) et tout £ € C, on a
ANE € ®(C). Il en résulte I'inclusion C C J(A) et ©(C) C J(A) pour tout
A € D(C). Ceci entraine bien que D(C) est stable par intersection finie. []

4. Les classes monotones. — Ce sont des outils techniques comme
les systemes de Dynkin. Pour la compréhension de cet ouvrage, on peut se
contenter de la lecture de la définition et des deux propositions suivantes.

Définition. — Une classe non vide M de sous-ensembles de () est dite
monotone si, pour toute suite monotone (A,) d’éléments de M (c’est-a-
dire pour toute suite croissante ou décroissante d’éléments de 9), on a
lim, A, € 9 (on dit encore que 9 est stable par passage a la limite
monotone.)

Comme pour les tribus et les systemes de Dynkin, on vérifie que toute
intersection de classes monotones est encore une classe monotone et qu’étant
donnée une classe C de parties de €2, il existe une et une seule classe monotone
contenant C et contenue dans toute classe monotone contenant C. On I'appelle
classe monotone engendrée par C et on la note M(C).

PrRoOPOSITION 4.1. — Toute tribu est une classe monotone. Toute algébre
monotone est une tribu.
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Démonstration. — La premiere partie de la proposition est évidente. Pour
la seconde partie, considérons une algebre monotone 2 et une suite (A4,)
(n =1,2,...) d’éléments de 2. Alors toute réunion finie B, = J;_; A; est
dans 2, par 'axiome (A2). Comme B, T |J;=, Ai, on a aussi J;o, 4; € &,
puisque 2 est aussi une classe monotone. |[]

La proposition suivante joue pour les classes monotones le role joué par la
Proposition 3.2 pour les systemes de Dynkin.

PROPOSITION 4.2. — Si A est une algebre, on a :
T(A) = Mm(A).

De la, si une classe monotone contient une algebre A, elle contient aussi la
tribu T(A) engendrée par .

Démonstration. — D’apres la proposition précédente, il suffit de démon-
trer que 9 = M(A) est une tribu. Formons pour tout A € 9 tel que A° € M
la classe K (A) de tous les sous-ensembles B tels que B¢ € M et AUB € M.
Une telle classe est non vide, puisque A en fait partie. D’autre part, si B et
B¢ sont dans 9, alors les relations B € K(A) et A € K(B) sont équivalentes.

Montrons que K (A) est une classe monotone. Pour cela, prenons une suite
monotone (B,) d’éléments de K(A). Alors (lim,, B, )¢ = lim,, B,® € I et
AUlim, B, =lim,, AU B,, € 9.

D’autre part, comme on a l'inclusion 2l C 99t et que 2 est une algebre, le
complémentaire A€ est dans M, des que A est dans 2. Il s’ensuit que la classe
K () contient 2, puisque B¢ et AU B sont dans 2, donc dans 9. Comme
I est la classe engendrée par A, on a donc l'inclusion M C K ().

Pour tout B € 9, on a B¢ € 9. On peut donc former la classe monotone
K(B). Pout tout A € 2, il vient B € K(A) et par suite aussi A € K(B). D’ou
A C K(B) et M C K(B). Cette inclusion, étant vraie pour tout B € 9N,
implique que 9N satisfait les axiomes (A2) et (A3). C’est donc une algebre
monotone, donc une tribu. []

COMPLEMENTS ET EXERCICES

1. — Comment peut-on introduire la notion d’algebre engendrée par une
classe de parties?

2. — On considere l'ensemble a trois éléments Q2 = {a, b, c}. Déterminer
la tribu engendrée par la partie {a,b}.

3. — Soit €2 un ensemble de cinq éléments notés a, b, ¢, d, e. On considere
les deux familles §;, Fo de parties de Q : § = {0,{a},{b,c,d,e},Q} et
S2 = {@, {a}v {b}7 {avb}7 {C’ d, 6}7 {a,c, d,e}, {b7 c, d>€}a Q}
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a) Vérifier que §; et §2 sont des tribus.

b) Construire I'algebre (de Boole) §3 engendrée par la classe formée par
les deux sous-ensembles {a } et {c,d }.

c) Vérifier que §3 est une tribu.

d) Construire la tribu §4 engendrée par §2 U Fs.

4. — Soient Q un ensemble et II = (A,,),,>1 une partition (dénombrable)
de 2, c’est-a-dire une famille de parties de €2 vérifiant :
A,, # 0 pour tout n, U A, =9Q, A;NA; =0 pour tout i # j.

n>1
Une tribu 2 sur  est dite engendrée par la partition II si tous les éléments

de II sont des éléments de 2 et si tout élément de 2 est la réunion (finie ou
dénombrable) d’éléments de 11, c’est-a-dire si l'on a :

m:{UAn;Teip(N*)}.

neT

a) Montrer que toute tribu 2 sur un ensemble dénombrable §2 est engendrée
par une partition du type ci-dessus.
b) Existe-t-il une tribu qui ait une infinité dénombrable d’éléments ?

5. — Soit Ay, ..., A, un systéeme de n (n > 1) parties d’'un ensemble
non vide ). Donner une description de 1’algébre 2 engendrée par la classe
{A1,..., A, }. Donner une majoration pour le cardinal de 2.

6. — Montrer que la tribu borélienne B! de R est engendrée par 'une des

classes suivantes, ou a et b sont des réels vérifiant —oo < a < b < 00 :

2) C1={Jab}; b) Ca={lab}; c) Cs=1{lab};

d) €y = {[a,+50[}; €) G5 ={]—o0,al}; ) Co = {Ja, +oo[};

g) Cr ={] —00,a]}; h)Cs = {réunions finies d’intervalles semi-ouverts a
droite, c’est-a-dire appartenant & P} (c¢f. Proposition 1.1);

i) Cg = {ouverts de la droite }; j) Cip = {fermés de la droite}; cet
inventaire n’est pas exhaustif!

7. — Soit C la classe des parties d’un ensemble non vide () réduites a un
seul élément. Montrer que la tribu engendrée par C est ’ensemble PB(2) des
parties de €2, si et seulement si €2 est au plus dénombrable.

8. — On a vu que l'intersection de deux tribus est encore une tribu;
en revanche, la réunion de deux tribus n’est pas nécessairement une tribu.
Fournir un exemple de deux tribus dont la réunion n’est pas une tribu.






CHAPITRE 3
ESPACES PROBABILISES

On part maintenant d’un espace probabilisable (€2,2) et on cherche
a munir les évenements, c’est-a-dire les éléments de la tribu 2, d’une
pondération utilisant pleinement les propriétés des tribus. On obtient ainsi un
triplet (£2,2(, P), appelé espace probabilisé. 1’idée de modéliser une expérience
aléatoire au moyen d’un tel triplet (non nécessairement unique!) a marqué
un tournant décisif dans le développement du calcul des probabilités. Elle est
due essentiellement & Kolmogorov.'

1. Mesures de probabilité

Définition. — Soit (€2,2() un espace probabilisable. On appelle mesure
de probabilité P sur 2 toute application qui associe a tout évenement A un
nombre P(A), appelé probabilité de A, satisfaisant aux axiomes :

(P1) 0 <P(A) <1 pour tout A € A;

(P2) P(Q) = 1;

(P3) si (Ay,) est une suite d’évenements de 2, deux & deux incompatibles
(i.e., AiNA; =0sii#j), alors

p@ A) = gmn»

(P3) s’appelle I'axiome de o-additivité de P.

Définition. — On appelle espace probabilisé tout triplet (2,2, P), ou
(©2,2() est un espace probabilisable et ot P est une mesure de probabilité
sur A (ou, de fagon plus précise, sur (2,2)).

Remarque. — Du point de vue de ’analyse, une mesure de probabilité
n’est autre qu'une mesure positive bornée, dont la valeur en Q vaut 1 (voir

chap. 10).

Remarque. — Le nombre P(A), la probabilité de I’événement A, intervient
dans des relations du type P(A) = p. On lit souvent cette expression comme :
la probabilité que A se produise est égale a p.

I Kolmogorov (A.N.). —  Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung. —  Berlin,
Springer, 1933.
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2. Propriétés. — Donnons une liste de propriétés élémentaires sur les
mesures de probabilité, simples a établir, mais qui sont d’un usage constant
dans I’évaluation effective de probabilités d’évenements. On suppose donné
un espace probabilisé (2,2, P); les lettres A, B, avec ou sans indices sont
des évenements appartenant a 2.

PROPOSITION 2.1
1) P(0) = 0.
2) Soientn >2 et (4;) (i =1,2,...,n) une suite de n événements deux
a deux incompatibles. Alors

H(E0)-Sro

3) Si A et B sont incompatibles, alors P(A+ B) = P(A) + P(B).

4) On a : P(A) +P(A°) =1.

5) Ona P(A1)+ -+P(A,) = 1 pour toute partition (Ay, ..., Ay) de Q.

6) Si A et B sont deuzr événements quelconques, alors : P(AU B) =
P(A) + P(B) — P(AB) (utilisant la notation AB = AN B).

7) Si A entraine B, c’est-a-dire, si A C B, alors

P(4)<P(B) et P(B\A)=P(B)-P(A).

Démonstration. — Pour 1) prendre la suite (A,) avec A1 =Q et A, =0
pour n > 2 et utiliser la o-additivité de P. Pour 2) prendre A; = () pour
i > n+ 1 et appliquer la o-additivité et la propriété 1) juste démontrée. La
propriété 3) est un cas particulier de 2). Pour 4), on note que A+A° = Q et on
applique 3) et 'axiome (P2). Pour 5) il suffit d’appliquer 3) et ’axiome (P2).

Dans la propriété 6) on utilise les décompositions : AUB = A+ (B\ A)
et B = AB + (B\ A). On en tire : PLAU B) = P(A) + P(B \ A) et
P(B) = P(AB) + P(B \ A) et l'identité cherchée. Enfin, pour 7) on note
que A C B entraine B = A+ (B\ A), dou P(B) = P(A) + P(B\ A). Par
suite, P(A4) < P(B) et P(B\ A) = P(B) —P(4). []

3. Formule de Poincaré et inégalité de Boole. — La formule de
Poincaré s’applique a une suite (A4;) (i = 1,2,...,n) d’événements pour
lesquels on connait a priori les probabilités des conjonctions d’évenements
P(A;, ---A;,). On peut ainsi évaluer la probabilité de I’événement J;'_, A;
«au moins I'un des A; se réalise» ou de I'’événement (;_; A;¢ «aucun des A;

ne se réalise .

PropoOsSITION 3.1 (Formule de Poincaré). —  Soient n > 2 et (A;)
(i=1,2,...,n) une suite d’événements. Alors
P(Ay U UAy) =Y P(A;) =Y P(AA)) +- -+ (=1)"'P(4; -+ Ay),
7 1<J

oubien P(AU---UA,) =Y (=D > P4 - 4;),

k=1 1<iy<--<ip<n
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la derniére sommation étant faite sur toutes les suites strictement croissantes

(i1,...,1x) de k entiers extraits de l'intervalle [1,n).
Démonstration. — La formule est déja vraie pour n = 2 : c’est la

propriété 6) de la Proposition 2.1. Par récurrence sur n on a
P(AjU---UA,)=P((A41U---UA,_1)UA,)
=P(A1U---UA,_1)+P(4,)
—P((A1NA)U---U (4,1 NA))

=S Y P, Ay
k=1

n—1

SRS P4y - Ay AL+ P(AL),
k=1

ott les sommations >’ et 3" sont faites sur toutes les suites strictement
croissantes (i1, . ..,1) de k entiers extraits de I'intervalle [1,n—1]. On obtient
ainsi une sommation sur toutes les suites de k entiers de [1,n], puisque la
premiere (resp. la seconde) sommation se compose de toutes les suites ne
contenant pas n (resp. contenant n & I’exclusion de la suite (n) de longueur 1)
et que P(A,,) vient compléter le terme qui manquait. []

Remarque. — On utilise fréquemment la formule de Poincaré sous la forme

n

P(A1°N - NAS) =) (=1)FY P4, - Ay,

k=0
avec toujours 1 <47 < --- <1 <net 0 <k <nen convenant que le terme
de la sommation correspondant a k = 0 est égal a 1.

PROPOSITION 3.2 (Inégalité de Boole). — Pour toute suite d’événements
(An) (n=1,2,...), ona:

P [_jA) < i P(An).

Démonstration. — On utilise la décomposition

8
3
L

Or la réunion du second membre est disjointe et A, \ U?:_Ol A; C A,, dou

0o o) n—1 )
P(U An) =S p(anJA)) <3 P T
n=1 n=1 1=0 n=1
Il faut noter que I'inégalité ne donne quelquefois aucune information, en
particulier lorsque la série du second membre est de somme supérieure a 1
ou diverge!
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4. Autres propriétés. — La propriété de o-additivité est en fait une
propriété de continuité. Celle-ci doit étre convenablement interprétée en
termes de suites d’évenements, d’une part, de suites de nombres réels, d’autre
part.

PROPOSITION 4.1. — Soit (A,,) une suite monotone d’évenements. Alors

P(lim,, 4,,) = lim,, P(A,).

Démonstration. — 11 faut noter que les deux opérateurs «lim» s’appli-
quent dans deux sens différents. Supposons, d’abord, la suite (A,,) croissante.
Avec Ag =0 on a:

P (lim, A (U 4 ) (f}(An\Am))

n=1

P(Ap \ Ap_1) = lim,, Y P(Ag \ Ag_1).

k=1

E'qg

3
I
_

P(Ap \ Ax—1) = Z P(A,-1)) = P(4,).
k=1 k=1
D’ou
P(lim,, 4,,) = lim,, P(A,).

Si la suite (A4,) est décroissante, la suite (A; \ A,) (n = 2,3,...) est
croissante. D’ou
P(A;) — P(lim, 4,,) = P(4; \ lim,, A,,)
= P(limn(Al \ An)) = lim,, P(4; \ 4,,)
= lim,, (P(41) — P(4,)) = P(4;) — lim,, P(4,).
D’ou
P(lim, A,) = lim, P(4,). []
Cette proposition admet une réciproque que voici.

PROPOSITION 4.2. — Soit P une fonction d’ensembles, définie sur la
tribu A, a valeurs dans lUintervalle fermé [0,1]. On suppose, de plus, qu’elle
satisfait auz propriétés 1), 2) et 3) ou 1), 2) et 3') suivantes :

1) P(2)=1;

2) ladditivité finie : P(A+ B) = P(A) + P(B), pour tout couple A, B
disjoints, appartenant a 2 ;

3) pour toute suite décroissante (A,) d’éléments de A tendant vers (),
on a :lim, P(A,) =0;

3") pour tout A € A et toute suite croissante d’éléments tendant vers A,
on a :lim, P(A,) = P(A).

Alors P est une mesure de probabilité sur 2.
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Démonstration. — Soit (A4,,) une suite d’éléments de 2 disjoints deux
a deux. Il suffit de prouver la o-additivité. Posons A = >~ A,, B, =
Sor_y Ag et Cy, = A\ B,,. La suite (C,,) est décroissante et tend vers (). De
la, si P satisfait la condition 3), on a lim,, P(C),,) = 0 et donc

P(A) =P(B,) +P(C),) = z”: P(Ax) + P(C,), pour tout n.

k=1
D’ou P(A) =) P(4,).
n=1

De méme, la suite (B,,) est croissante et tend vers A. Si donc P satisfait la
condition 3'), on a :

P(A) = P(Iimn ];Ak) = lim,, ;P(Ak) = ];P(Ak). ]

5. Identités binomiales. — Dans ’évaluation des probabilités de
certains évenements, on fait usage de nombreuses identités contenant des
coefficients binomiaux. Ces identités se présentent sous des aspects variés,
mais bien souvent elles ne sont que de simples conséquences de deux formules
classiques bien connues, d’abord l'identité binomiale, ensuite 1’identité de
Chu-Vandermonde. Pour établir ces identités, il est commode de se placer
dans le contexte des fonctions hypergéométriques. Nous nous proposons
de donner ici quelques éléments sur ces fonctions et de décrire quelques
techniques de calcul les concernant.

5.1. Les factorielles montantes. — Soient a un nombre réel ou complexe
et n un entier positif. La factorielle montante (a),, est définie par :

(a)n = 1, sin=0;
@n = ala+1)---(a+n—-1), sin>1.

Pour prolonger la définition de (a),, a tout entier n € Z, on utilise la fonction
gamma dont nous rappelons la définition. Pour a complexe telle que Rea > 0
on définit I'(a) = f0+oo e~ 't~ dt; pour a complexe différent de tout entier
nul ou négatif, on définit I'(a) par

I'(a+n)

(a)n
en prenant n entier tel que n+Rea > 0. On peut ainsi prolonger la définition
de (a),, pour tout entier n € Z en posant :

I'(a) =

I'(a+n)
(a)n = —=—~—
I'(a)
Notons les propriétés suivantes, banales, mais fort utiles dans les calculs :
(@it = (@i (a+1);:  (@n=(=1)"(0—n—a).

D’autre part, (—m),, = 0 si m, n sont des entiers positifs tels que n > m.
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Le coefficient binomial est défini pour tout nombre complexe a et tout

entier n > 0 par
a\ ala—1)---(a—n+1)
n n!

Y

ou, en utilisant la notation des factorielles montantes,

() e

Notons que la définition du coefficient binomial comme le rapport des
produits de factorielles a!/(n!(a — n)!) n’a de sens que si a est lui-méme
un entier positif.

5.2. Les fonctions hypergéométriques. — Soient p, q des entiers positifs et
(a1,...,ap) et (by,...,b,) deux suites de nombres réels. Si aucun des b; n’est
un entier négatif ou nul, on définit la fonction hypergéométrique avec p et q
parametres, comme étant la série entiere en x complexe :

ai,...,ap (@1)n - (ap)y ™
F N = —_—
P q(bl,...,bq’x> ?;)(bl)n-~-(bq)n nl

Cette série converge pour tout x complexe, lorsque p < ¢ et pour |z| < 1,
lorsque p = ¢ + 1. Lorsque p = 0 (resp. ¢ = 0), on indique absence de
parametres par un trait horizontal dans ’expression de F'.

On note que si 'un des parametres a; du numérateur est un entier négatif
ou nul —m, la série hypergéométrique est un polynome en x de degré au plus
égal & m, tous les termes (—m),, étant nuls pour n > m + 1.

La plupart des fonctions élémentaires (cf. exercice 13) s’expriment a
I’aide des fonctions hypergéométriques. On ne trouve, en effet, dans leurs
développements en série, que des coefficients rationnels. Il est ainsi facile
d’obtenir les parametres des fonctions hypergéométriques correspondantes.

On a, par exemple, la série exponentielle
n

— x
exXpr = 0F0<_;flf) = Z e
n>0
et 'identité binomiale

(5.2.1) (1-z)"%= 1Fo(i;$> =3 (a)n "~

Pour établir cette derniere, on considere le développement en série f,(z) =
Y nsol@)n(x™/n!) et I'on cherche des relations, d'une part entre f,(z) et sa
dérivée f!(z), d’autre part entre f,(x) et fat1(z). On en déduit une équation
différentielle simple et, par intégration, on obtient f,(z) = (1 — z)~* (cf.
exercice 12).

5.3. L’identité de Chu-Vandermonde. — L’identité binomiale donne la
sommation de la série {Fy. L’identité de Chu-Vandermonde permet de
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sommer la série o F} en x = 1, lorsque 'un des parametres du numérateur est
un entier négatif et que la série est en fait un polynéme :

(5.2.2) 2F1<_Z’a; 1) - % cd —N.

Il est curieux d’observer le nombre impressionnant d’identités binomiales qui
se ramenent a (5.2.2).

Pour établir (5.2.2), on part de (1 —z)~(@+) = (1 —2)=%(1 — 2)~% et on
développe en utilisant I'identité binomiale. En prenant le coefficient de x"
dans chacun des deux membres, on en déduit

@40 _ 5~ @b

n!
0<k<n

d’ou lon tire
(a+b)n (@)p(n—k+1), (a)k(—n)k
®)n O;H b+n—kpk!l 2 (

1—-b—n
ou encore
(c—a)n_2F1< n,a;1>, c¢ —N
(€)n ¢
5.4. Une manipulation de l’identité de Chu-Vandermonde. — Pour établir

I'une des identités qui généralisent la formule de Poincaré, par exemple, celle
qui permet de calculer la probabilité pour qu’au moins r éveénements parmi
n évenements donnés se réalisent, on est amené a prouver l'identité :

l—r

Z(—l)’“(rile) (rik) —1  (r<li)

k=0

On exprime d’abord les coefficients binomiaux en fonction des factorielles
montantes, de sorte que le premier membre devient :

L r i (=) ) L (r —l+7)
kz_o(—l>k%(—l) +k727ﬂ+>;:; = ol ZO kk 1+ )
P (=Dr o =(=7)7
=(=1) r! 2F1< r+1 ’1>

_ [ (1)l—r . Al (l—T) B
B (T)(’”“)l—r “a-migasn.a- U
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COMPLEMENTS ET EXERCICES

1. — Procédons a deux jets consécutifs d’une piece de monnaie parfaite; le
triplet (€2, 2, P) suivant est généralement utilisé pour décrire cette expérience.
On prend pour €2 ’ensemble dont les éléments sont les quatre issues possibles
de 'expérience : (P, P), (P, F), (F, P), (F, F'),ou (P, F'), par exemple, désigne
I’issue consistant a amener «pile» au premier jet et «facey au second. Pour
2 on prend P(N) et pour P la mesure de probabilité uniforme sur (€2, P(2)),
a savoir celle définie par P({w}) = 1/4 pour tout w € Q. Soient alors les
deux évenements : A «amener “pile” au premier jet); B «amener “face” au
second jet». Décrire A, B comme éléments de P(2); calculer P(AU B).

2. Différence entre «lancer une piece n fois de suite) et «lancer simul-
tanément n pieces». — Le présent exercice consiste a construire des triplets
(Q, 2, P) associés aux deux expériences suivantes :

a) On procede & n jets consécutifs d'une piece de monnaie parfaite :
Q={P,F}x---x{P,F} ={P,F}", ou{P, F'} désigne I'’ensemble contenant
les deux éléments P («pilen) et F' («face»), A = P(Q), P est I'équirépartition
sur . On a card Q = 2", card A = 22", P({w}) = 1/2" pour tout w € Q.

b) On proceéde a un jet simultané de n pieces de monnaie parfaites
et indiscernables. On prend Q = {wo,w1,...,wp}, ou wr (k = 0,1,...,n)
désigne ’épreuve consistant a amener k «pile» sur les n pieces de monnaie
lancées; on prend, de plus, A = PB(Q). On a card Q = n+1 et card A = 271,
Comme mesure de probabilité, il est contre-indiqué de prendre 1’équiréparti-
tion. Un peu de réflexion montre qu’il convient de prendre P telle que, pour
k=0,1,...,n,onait P({wi}) = (})/2". L’expérience b) est bien plus pauvre
que a). Citer des événements associés a 1’expérience a) qui n’ont plus aucun
sens dans b).

3. — On procede a deux jets consécutifs d’un dé parfait. Construire un
triplet (2,2, P) qui décrit cette expérience. On considere ensuite les deux
évenements : A «la somme des points amenés par les deux jets est impaire » ;
B «le point 1 est amené au moins une fois ).

a) Interpréter les éveénements : AN B, AU B, AN B°.
b) Calculer leurs probabilités.

4. — Montrer que la formule de Poincaré (cf. Proposition 3.1) est encore
vraie en échangeant les signes «U» et «M»; en d’autres termes, montrer que
I'on a :

n

P(Ain---NAy) =) (D" 3" P4, U---UA,).

k=1 1<ig < <ip<n
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5. — Soit (2,2, P) un espace probabilisé. La différence symétrique entre
deux éléments A, B € 2 est définie par : A A B = (AN B°) U (A° N B).
Montrer que :

a) la fonction d(A, B) = P(A A B) est une distance sur 2;
b) |P(A) — P(B)| < P(AA B).

6. — Soit (A4,) (n>1) une suite d’événements associés a un espace
probabilisé (Q2,2(, P). Alors on a les «inégalités de Fatouy :

(1) P(liminf, A,) <liminf, P(A,);
(2) limsup,, P(A,) < P(limsup, A4,);

Posons A, = liminf,, A4,, A* = limsup,, A4,,. Si A, = A*, on dit que la
suite (A4,) (n > 1) est convergente et sa limite, notée lim,, A,,, est la valeur
commune de A, et de A*. Dans ce cas, les deux inégalités (1) et (2) montrent
que la suite numérique (P(A,)) (n > 1) admet une limite (au sens usuel) et
que l'on a : P(lim,, A,) = lim,, P(4,,). Construire un exemple ou chacune des
inégalités de Fatou (1), (2) est une inégalité stricte.

7. — Soit §2 un ensemble infini (par exemple N) et soit 2 la classe des
parties de €2 qui sont finies ou cofinies (c’est-a-dire ayant des complémentaires
finis).

a) Montrer que 2 est une algébre, mais non une o-algebre.

b) Montrer que 2 est 'algebre engendrée par la classe C des parties de
Q) réduites a un seul élément.

¢) On désigne par P I'application de 2l dans R* définie par :

0, si A est fini;
P(4) = { 1, si A est cofini.
Montrer que P est simplement additive sur 2, mais n’est pas o-additive sur 2
(c’est-a-dire si, pour toute suite (A, ) d’éléments deux a deux disjoints de 2,
onay. -, A, €2, mais non nécessairement P(>° ., A,) =>", 5, P(4,).)

8. — Soit © un ensemble infini non dénombrable (par exemple R) et soit 2A
la classe des parties de € qui sont dénombrables ou codénombrables (c’est-a-
dire complémentaires de sous-ensembles dénombrables). Ici «dénombrable »
signifie «fini ou infini dénombrable ».

a) Montrer que 2 est une tribu.

b) Montrer que 2 est la tribu engendrée par la classe C des parties de 2
réduites a un seul élément.

¢) On désigne par P lapplication de 2 dans R* définie par :

0, si A est dénombrable;
1, si A est codénombrable.

Pa) = {
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Montrer que P est une mesure de probabilité sur 2. [Si «dénombrable
signifie «infini et dénombrable », alors 20 n’est méme pas une algebre!]

9. — Soient (A1,...,A,) (n > 0) une suite de parties de €2 et 2 1’algebre
engendrée par la classe {A1,..., A, }. Soient, en outre, (c1,...,¢,,) une suite
de réels et (Bq,...,B,,) une suite d’éléments de 2 (m > 0). On considere
I’inégalité

(1) i exP(By) > 0,
k=1

ou P est une mesure de probabilité sur 2. Alors les deux propriétés suivantes
sont équivalentes :
a) L’inégalité (1) est vraie pour toute mesure de probabilité P sur 2.
b) L’inégalité (1) est vraie pour toute P vérifiant P(A;) = 0 ou 1, pour
tout : =1,2,...,n.

10. — Omn pose S§ =1, S} = > P(A;,Nn---NA;) 1<Ek<n)
1<ip <--<ip<n
et on désigne par V' (resp. W/, resp. Imp(4;)) la probabilité pour que r
exactement (resp. pour qu’au moins r, resp. pour qu'un nombre impair) des
évenements A, ..., A, se réalisent (0 < r < n). A l'aide de l'exercice 9
rétablir la formule de Poincaré, puis démontrer les formules

L = A . = r+k—1\ .,

Imp(4;) = » (—1)77 1277187
j=1
11. — Soit (£2,2() un espace probabilisable. Considérons une application P
de 21 dans R* vérifiant :
a) 0 <P(A) <1 pour tout A € A;
b) P(Q) =1;
c) pour tout entier n > 1 et tout n-uple (Ay,...,A,) d’éléments de A
deux a deux disjoints, 'identité
P(AjU---UA,) =P(4;)+---+P(A,).
(Propriété d’additivité simple.)
Montrer que si (A,,) (n > 1) est une suite d’éléments deux a deux disjoints,
et si A=J,,»; An, alors P(4) > > ., P(A4,). (L’axiome P3 de o-additivité
remplace, dans cette derniere formule, I'inégalité par 1'égalité.)

12. — Etablir I'identité binomiale (5.2.1) en utilisant les indications
données dans le texte.

13. — Apres avoir obtenu le développement en série de Taylor, au
voisinage de 0, des fonctions sin x, cos x, In(1 + x), arctg x, arcsin x, exprimer
ces développements en série a 'aide des fonctions hypergéométriques.



CHAPITRE 4
PROBABILITES DISCRETES. DENOMBREMENTS

Dans ce chapitre on étudie les mesures de probabilité portées par un
ensemble fini ou dénombrable. Lorsque ’ensemble a des propriétés géométri-
ques ou algébriques supplémentaires, on exploite celles-ci pour en déduire des
évaluations précises de probabilités d’évenements. Les techniques d’évalua-
tion relevent souvent de ’analyse combinatoire. Il nous a donc paru utile de
donner un exposé détaillé des dénombrements classiques.

1. Mesures de probabilité discrétes. — Soient (£2,2) un espace
probabilisable et wg un élément de €2; on appelle mesure de probabilité
singuliére en wg la mesure de probabilité, notée ¢,,,, qui, a tout évenement A,
fait correspondre la valeur :

1, siwg € A;
€uwo (A) - {O, si wy ¢ A.

On dit encore que la masse unité est concentrée en wy. La mesure ¢, est
aussi appelée mesure de Dirac en wy.

Définition. — Soit ((an,wp)) (n = 1,2,...) une suite infinie d’éléments
de R x € telle que
(i) o, > 0 pour tout n=1,2,...;
(ii)) > a,=1.
n=1
L’application qui a tout évenement A fait correspondre la valeur

P(A)= > o,

n:w,€A

est appelée mesure de probabilité discréte (portée par les éléments wy,
pondérés par les poids «y,).

La sommation précédente est faite sur un ensemble au plus dénombrable
et les nombres a,, sont positifs. Il n’y a donc aucune ambiguité dans cette

définition. Il est commode de noter cette mesure discrete : P = )" apeq,,
n

Remarque. — Toute mesure de probabilité sur un espace () fini ou
dénombrable est discrete. Cependant on peut toujours munir un espace
(©2,20), ou 2 a la puissance du continu, d’une mesure de probabilité discrete.
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Par exemple, si A est un réel strictement positif, on peut munir (2,2() =
(R, B') de la mesure de probabilité discrete :

oo

Z e M
7-(-)\ = ' 6117
n.

n=0

puisque e *\"/n! > 0 et Y07 e *A"/n!l = 1. Cette mesure de probabilité
est appelée loi de Poisson de parameétre X. Ce sont les entiers positifs qui
portent toute la masse. On dit que N est le support de la mesure.

2. Equirépartition sur les espaces finis. — Soient N un entier stric-
tement positif et Q = {wy,wa,...,wy} un ensemble fini. L’équirépartition
sur € est définie comme la mesure de probabilité :

Ny T
P:nz::lﬁawn = an::lswn.

En particulier, P({w,}) = 1/N pour tout n = 1,2,..., N. En désignant par
card A le cardinal de ’ensemble A, on a, de plus, la formule :

1 al Zw cA 1
P(A) = — Ew, (A) = ="
( ) NT; U-’n( ) aneﬂla
d’ou qA
car
P(4) = card Q’
On retrouve la définition de Laplace de la probabilité, a savoir que la
probabilité de A est égale au nombre de cas « favorables» (a A) divisé par le
nombre de cas possibles. 1l faut bien noter que cette définition ne s’applique
qu’aux espaces finis, sur lesquels on a imposé 1’ équirépartition.
Si on se trouve dans ce cas, ’évaluation de la probabilité d’un évenement
se ramene a des évaluations de cardinaux d’ensembles finis. Il importe donc
de passer en revue l’algebre combinatoire de ces ensembles.

3. Ensembles finis. — Pour définir la notion d’ensemble fini, on se
réfere a l'ensemble N* = N\ {0} = {1,2,...} des entiers naturels. Les
sous-ensembles de N* qui interviennent constamment par la suite sont les
intervalles {1,2,...,n} et {m+1,m+2,...,n}, que 'on note respectivement
[n] et [m+1,n]. Par convention, [n] = @) si n = 0. Rappelons les propriétés
suivantes de ’ensemble des entiers naturels.

PROPRIETES 3.1. — Soient n et p deux entiers strictement positifs.

(i) Il existe une bijection de l'intervalle [n] sur l'intervalle [p], si et
seulement si n = p.

(ii) Pour tout sous-ensemble non vide A de [n], il existe une bijection de
A sur un intervalle [p] tel que p < n.

(iii) Il existe une bijection de [p] sur l'intervalle [n+ 1,n 4+ p].

On dit qu'un ensemble non vide A est fini, s’il existe une bijection d’un
intervalle [n ] de N* sur A. Une telle bijection est appelée numérotation de A.
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Si A est un ensemble fini, il ne peut étre mis en bijection, d’apres la
propriété (i), qu’avec un seul intervalle de la forme [n]. Cet entier est donc
déterminé de fagon unique. On l'appelle le cardinal de A (ou la cardinalité
de A). On le note card A ou |A] (si aucune confusion n’est a craindre). On dit
encore que A contient n éléments, ou que le nombre des éléments de A est n.
On convient que Iensemble vide est fini et I'on pose || = 0. La proposition
suivante est une conséquence immédiate de la définition du cardinal et des
Propriétés 3.1.

PROPOSITION 3.2
(i) Toute partie d’un ensemble fini est finie.
(ii) Deux ensembles finis A et B ont méme cardinal, si et seulement s’il
existe une bijection de A sur B.

Si I'on sait qu'un ensemble A est fini, on ne sait pas pour autant le
mettre explicitement en correspondance biunivoque avec un ensemble [n].
La construction de ces correspondances repose sur les propriétés algébriques
ou géométriques que peuvent avoir ces ensembles. Les formules de la somme
et du produit, données ci-dessous, sont fondamentales. Ce sont, en fait, les
seules véritables formules de dénombrement.

ProprosITION 3.3 (formule de la somme). — Si A et B sont deux
ensembles finis, disjoints, leur réunion A + B est finie et ['on a :

(3.1) |A+ B| = |A| + |B].

Démonstration. — Par hypothese, on a deux bijections ¢ : [n] — A et
Y : [p] — B. On définit une bijection 6 : [n+p] — A+ B de la facon suivante.
La restriction de 6 a [n] est . Ensuite, la restriction de 8 a [n+ 1,n + p]|
est le produit de composition d’une bijection de [n + 1,n + p]| sur [p] (cf.
Propriété 3.1 (iii)) avec ¢. []

Par récurrence sur k, si Ay, As, ..., A sont des ensembles finis et disjoints
deux a deux, alors

(3.2) |Ar + -+ Ag| = |AL| + - + | Ak (k>1).

Lorsque A et B sont finis, mais non nécessairement disjoints, on a la formule
dite des «quatre cardinaux» :

(3.3) |AUB|+ |[ANB| = |A| +|B]|.

On retrouve une formule déja obtenue pour les probabilités et qui se démontre
de la méme fagon.

La formule pour les cardinaux qui correspond a la formule de Poincaré
pour les probabilités porte le nom de formule du principe d’inclusion-
exclusion. Elle a la méme allure et se démontre, évidemment, de la méme
facon. En fait, si P désigne I’équirépartition sur un ensemble fini 2 et si les
ensembles considérés sont des sous-ensembles de €2, on a |A| = P(A4)|]. Il
n’y a donc pas lieu de redémontrer cette formule. Citons-la pour référence.
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Soient n > 2et Ay, Ao, ... , A, des ensembles quelconques, éventuellement
vides, mais finis. Alors

(AL U U A =) A =D AN Ayl + -+ (D" A NN A,

7 1<J
ou bien N
(34) AU UA =) (=DM Y A NN A
k=1 1<ip < <ix<n
Remarque. — Soient A et B deux ensembles finis de cardinal n et p,

respectivement. La formule de la somme peut étre reformulée de facon
intuitive en une regle de la somme : «si un objet a peut étre choisi de n
facons et un objet b de p autres fagons, il y a (n + p) facons de choisir soit a,
soit b».

Cet énoncé conserve une légere ambiguité et c’est justement le langage de
la théorie des ensembles qui permet de lever celle-ci. Dans la formule suivante,
on voit apparaitre le produit cartésien A x B constitué par ’ensemble de tous
les couples (a,b) ou a (resp. b) appartient a A (resp. a B).

PROPOSITION 3.4 (formule du produit). — Si A et B sont deux ensembles
finis (non nécessairement disjoints), alors le produit cartésien A X B est fini
et l'on a :

(3.5) |A x B| = |A]-|B|.
Démonstration. — En conservant les mémes notations que dans la Propo-
sition 3.3, on construit une bijection 6 de [np] = {1,2,...,np} sur A x B de

la fagon suivante. D’abord [np] = U, <<, [n(k—1)+1,nk]. Il existe ensuite
une bijection de [n(k — 1) + 1,nk] sur [n] et une bijection de [n] sur le
sous-ensemble A = {(p(1),v(k)), (¢(2),¥(k)),...,(p(n),(k))} de A x B.
Soit 0y, le produit de composition de ces deux bijections (1 < k < p). Comme
les ensembles Ay sont disjoints deux a deux et de réunion A x B, on définit
6 comme étant l'application dont la restriction a [n(k — 1) + 1,nk] est 6.
La formule (3.2) donne alors :

|Ax Bl = [Ai] +--- +[Ap| =np = |A]-|B]. []

Remarque. — De méme, la régle du produit s’énonce : «si un objet a peut
étre choisi de n facons et qu’ensuite ’objet b peut étre choisi de p facons, la
paire (a, b), prise dans cet ordre, peut étre choisie de np fagons ».

La formule du produit se prolonge au cas de n (n > 2) ensembles finis. On

obtient pour toute suite By, Bs, ..., B, d’ensembles finis la formule :

(3.7) |B1 X By X -+ x By| = |By| x |Ba| x -+ X |By]|.

Autrement dit, si B; a pour cardinal p; pour ¢ = 1,2,...,n, le nombre de
suites ordonnées (by, by, . .., by,), ou chaque b; appartient & B; (i = 1,2,...,n)

est égal a p1ps - pp.



4. FORMULES CLASSIQUES DE DENOMBREMENT 29

Ezxzemple. — Si on lance une piece de monnaie et un dé a six faces,
I’ensemble €2 que 'on doit associer a cette expérience suivant les principes
du chapitre 1 est le produit cartésien A x B, ou A = {pile,face} et
B =1{1,2,3,4,5,6}. Il est de cardinal 2 x 6 = 12.

4. Formules classiques de dénombrement. — Dans ce paragraphe
figure une liste d’ensembles finis pour lesquels on connalt des cardinaux
explicites.

4.1. Suites quelconques de longueur n. — Dans la formule (3.7), prenons
tous les ensembles B; (i = 1,2,...,n) égaux au méme ensemble B. On
obtient :

(4.1.1) |B"| = |B|".
Ainsi 'ensemble de toutes les suites (by,bs,...,by,) de longueur n, ou chaque

b; est pris dans B a pour cardinal |B|". Si |B| = p, de telles suites étaient
appelées dans le langage traditionnel «arrangements avec répétitions de p
objets pris n a n», deux des éléments b; et b; pouvant étre égaux pour ¢ # j.
Dans le langage fonctionnel, on peut encore dire que 1’ensemble B4 de toutes
les applications d’un ensemble A, de cardinal n, dans un ensemble B, de
cardinal p, a pour cardinal p”.

Ezemple. — Le nombre de mots possibles (non nécessairement pro-
nongables) de cinq lettres est égal & 265 = 11.881.376, et non pas 52°.

Ezemple. — Supposons que l'on ait r boules numérotées 1,2,...,r que
I’on répartit «au hasard)» dans n urnes numérotées 1,2,...,n et que l'on
s'intéresse aux différentes répartitions de ces r boules. Les urnes et boules
étant différenciées (ou discernables), I'ensemble des répartitions peut étre
assimilé a I’ensemble de toutes les suites (x1, 2, ..., 2, ), ou z; est le numéro
de 'urne qu’occupe la boule i (1 <i <r). Il y a donc n" telles répartitions.

4.2. Ensembles des parties d’un ensemble. — Supposons que les p éléments
d’un ensemble B de cardinal p soient numérotés by, b, ... , b,. Toute partie A
de B est completement caractérisée par la donnée d’une suite (z1,x2,...,zp)
ou pour 1 < i < p chaque x; est égal a 1 ou a 0, suivant que b; appartient ou
non a A.

L’application qui envoie toute partie A de B sur la suite associée
(x1,22,...,xp,) est donc bijective. Par conséquent 1'ensemble P(B) de toutes
les parties de B a méme cardinal que I’ensemble {0, 1}? de toutes les suites
(x1,x2,...,xp), de longueur p, ou chaque x; est égal a 0 ou a 1. De la :

(4.2.1) B(B)| = [{0,1}]" =27 = 2IL.

Ezemple. — Soit B un groupe de sept individus. Le nombre de comités
que l'on peut former a partir de ces sept personnes, y compris le comité vide
et les comités réduits & une seule personne, est égal & 27 = 128.
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4.3. Suites de termes distincts. — Supposons toujours B de cardinal p > 1.
Une suite (¢, co,...,cp,) est dite (n, p)-injective, si elle est de longueur n, si
tous ses termes ¢; sont pris dans B (de cardinal p) et si tous les ¢; sont
distincts. (Traditionnellement, une telle suite est appelée «arrangement sans
répétition de p éléments pris n a n».) Soit J(n,p) 'ensemble de toutes les
suites (n, p)-injectives et soit I(n, p) son cardinal. Naturellement, J(n, p) est
vide si p < m. Si n = p, les suites (p, p)-injectives sont les numérotations de
I’ensemble B. On dit encore les permutations de B.

PROPOSITION 4.3.1. — Si0 <n <p, le nombre I(n,p) de suites (n,p)-
injectives est donné par :

(4.3.1) I(n,p) = v r=plp—1)---(p—n+1).

(p—n)!
En particulier, le nombre de permutations d’un ensemble de cardinal p est
égal a :

(4.3.2) I(p,p) = p!

Démonstration. — Soit ¢ = (c1,¢2,...,¢p) une numérotation de B. La
suite initiale ¢/ = (¢1, ¢, ..., ¢,) de cette suite ¢ est une suite (n, p)-injective.
Notons J(¢’) I'ensemble des numérotations (di,ds,...,d,) de B telles que
(di,da,...,dy) = (c1,¢2,...,¢,) = . L'ensemble J(p, p) est la réunion de
tous les J(c’), ou ¢ varie dans J(n,p).

Il est clair que les ensembles J(¢’) sont deux a deux disjoints, d’ou

(4.3.3) Ip.p) =) _3() (< €I(np)).

C/

D’autre part, pour construire tous les éléments de J(c’), il suffit de se

donner toutes les suites ¢’ = (dpt1,dn+2,...,dp) de longueur (p — n),
d’éléments distincts appartenant & B’ = B\ {c1,ca,...,c,} et les juxtaposer
a (c1,c2,...,¢,). Or B' a pour cardinal (p — n). Par conséquent, |J(c)| =

I(p—n,p—n). Les ensembles J(¢’) ont donc méme cardinal. La formule (4.3.3)
donne alors :

I(p,p) =1(n,p)I(p —n,p—n).
Comme I(1,p) = p et I(0,p) = 1, il vient I(p,p) = pI(p — 1,p — 1). D’ou
I(p,p) = p' et I(n,p) =p!/(p—n)! []

Remarque. — Dans le langage fonctionnel, p(p —1)---(p —n + 1) est le
cardinal de I’ensemble des injections d’un ensemble de cardinal n dans un
ensemble de cardinal p.

Ezemple. — Vingt-cinq chevaux participent a la course du tiercé. Un
tiercé est une suite (n=3, p=25)-injective. Il y a donc 25 x 24 x 23 = 13.800
tiercés possibles.

Ezemple. — Les anagrammes du mot TRAINE, dont les six lettres sont
distinctes, sont les permutations d’un ensemble de six éléments. Le nombre
d’anagrammes est donc égal a : 6! = 120.
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Les anniversaires. — Parmi n personnes en présence, quelle est la pro-
babilité pour qu’au moins deux d’entre elles aient leur anniversaire le méme
jour ? Pour répondre a ce probléeme, on convient de ne pas prendre en charge
les personnes nées un 29 février. On convient ensuite que quel que soit le jour
imposé, a ’exclusion du 29 février, la probabilité pour qu’une personne prise
au hasard ait son anniversaire ce jour-la est égale a 1/365. Pour formaliser le
probléme, on prend pour €2 I'ensemble des suites (z1,...,z,) ou chaque z;
varie dans I’ensemble des 365 jours de I’année considérés et 1’équirépartition
sur §2.

La probabilité cherchée est égale a :

365 x 364 x -+ x (365 —n+1)
365" 365"

Quelques valeurs de P,, sont consignées dans le tableau suivant :

n 2 10 | 15 | 22 | 23 | 32 | 35 | 41 | 55
P, 10,003]0,12(0,25|0,48|0,51|0,75]0,81(0,90|0,99

Par exemple, dans une classe de vingt-trois éleves, un professeur peut parier,
avec plus de cinquante chances de succes sur cent, qu’au moins deux éleves
ont leur anniversaire le méme jour (cf. Fig. 1).

1.0
0.81| == mmmmmmm e

0.5

0 2 10 15 22 23 32 35 41 55

Fig. 1

4.4. Parties d’un ensemble. — Les coefficients binomiaux (g) (n>0,p>
0) sont définis par la relation de récurrence :

(4.4.1) (i) - (i:i) + (p; 1) (n,p > 1),

avec les conditions initiales : (g) = 1 pour tout p > 0 et (2) = 0 pour tout

n > 1. Leur représentation dans un tableau avec p comme indice de ligne et
n comme indice de colonne n’est autre que le triangle de Pascal :
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nl 01 2 3 4 5 6

1

11

12 1

13 3 1

14 6 4 1
151010 5 1
16152015 6 1

S U W~ ORS

A partir de la récurrence précédente, on obtient la valeur de (ﬁ ) sous la
forme bien connue :

(4.4.2) (p) - P (0<n<p)

n n!(p—n)!
et (fL) = 0 si n n’appartient pas a l'intervalle [0, p].

PROPOSITION 4.4.1. — Soit 0 < n < p, le nombre de parties de cardinal
n d’un ensemble de cardinal p est égal a (ﬁ)

Démonstration. — Soit B de cardinal p. Pour obtenir une suite (n,p)-
injective (c1,ca,. .., ¢p), il suffit de se donner la partie {c1,ca,...,c,} de B,
puis une permutation de ces n éléments. Par conséquent, avec b,, ,, désignant
le nombre de parties de B de cardinal n, on obtient I(n,p) = by, ,I(n,n), soit

bnp = (p!/(p—n))/nt = (7). [

Exemple. — Combien y a-t-il de tirages de cinq cartes d’un jeu de
cinquante-deux ? Si B est ’ensemble de toutes les cartes, un tirage de cinq
cartes n’est autre qu'une partie de B, de cardinal 5. Par conséquent, le
52 52 x 51 x 50 x 49 x 48

) = = 2.395.120.

5 HSx4x3x2x1

Ezemple. — Combien y a-t-il de mains de cinq cartes d’un jeu de bridge
contenant exactement deux as, deux rois et une dame? Soient A (resp. B)
I’ensemble de toutes les paires (non ordonnées) de deux as (resp. deux rois)
et C l'ensemble des dames. Tout tirage de cinq cartes avec la distribution
ci-dessus est une suite (a,b,c), ona € A, b € B et ¢ € C. D’apres la formule
du produit, le nombre de tirages demandé est égal a t = |A| x |B| x |C].
Comme |A| = |B| = (3) =6¢t |C| =4, on trouve t =6 x 6 x 4 = 144.

Supposons donné un ordre total by < by < --- < b, sur les p éléments de
I’ensemble fini B. Lorsqu’on prend une partie A de B, de cardinal n (n < p),
on peut lui faire correspondre la suite croissante (¢c; < co < -+ < ¢,) de
ses n éléments, et ceci de fagon bijective. On peut donc énoncer le corollaire
suivant.

nombre cherché est égal a (

COROLLAIRE. — Le nombre de suites strictement croissantes (¢1 < ca <
- < ¢p), de longueur n, ou les termes sont extraits d’un ensemble de
cardinal p, est égal a (Z)
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4.5. Suites croissantes. — Dans la proposition suivante, on construit
explicitement une bijection entre un ensemble de suites croissantes (au sens
large) et un ensemble de suites strictement croissantes. On applique enfin le
corollaire précédent.

PROPOSITION 4.5.1. — Soient n et p deuz entiers positifs et B un ensem-
ble totalement ordonné de cardinal p. Alors le nombre de suites croissantes

(c1 <cg <---<cy,) (au sens large), de longueur n, dont les ¢; sont extraits
de B est égal a (p”LZ_l).

Démonstration. — Sans restreindre la généralité, on peut prendre B
comme étant Uintervalle [p]. Soit (¢7 < ¢ < -+ < ¢,) une telle suite
croissante. On lui fait correspondre la suite d = (d; < dy < -+ < dp),

définie par :
di=c1; do=co+1; d3y=c3+2; ...; dpy=c,+n—1.
La suite d ainsi formée est naturellement strictement croissante. De plus,
1<di<day<---<dp<p+n-—1.

L’application ¢ +— d envoie bijectivement ’ensemble des suites croissantes
décrites dans 1’énoncé de la proposition sur I’ensemble des suites strictement
croissantes, de longueur n, dont les termes sont pris dans l'intervalle [p +
n — 1]. Comme le cardinal de I'ensemble de ces dernieres suites est égal a
(p+z_1) d’apres le précédent corollaire, ce nombre est aussi le nombre des
suites croissantes, de longueur n, dont les termes sont pris entre 1 et p. []

On trouve encore un coefficient binomial dans le dénombrement suivant,
mais les parametres sont différents.

PROPOSITION 4.5.2. —  Le nombre de suites (x1,Z2,...,%,) qui sont
solutions en nombres entiers positifs de l’équation
(4.5.1) r1+ax+--+x,=p (n et p fixés)
est égal au coefficient binomial (p+7;_1).

Démonstration. — Soit = (x1,x2,...,T,) une telle solution. Associons-
lui la suite croissante y = (y1,y2, ..., yn) définie par

n=1+z1; yp=1l+r1+wz2; ...; Yypa=1l+z1+ - +2p_1;

Yn=1+21 4+ - +2H_1+2, =1+Dp.
Ona:1<y; <y <---<yn_1 <1+ p. Réciproquement, si y est une telle
suite, on définit x = (z1,z2,...,x,) par :
Tn=14+D—Yn-1; Tn1 =Yn-1—Yn—25 ---; T2 =Y —Y1; T1 =y — L.

Il y a donc bijection entre les solutions = de I’équation (4.5.1) et les suites
croissantes, au sens large, de longueur (n — 1), dont les termes sont pris dans
[1+p]. Le cardinal de I'ensemble des solutions x est donc égal a

((1+p)j;(_n1— 1)—1) _ (pZﬁzl) _ (p+z—1)' 0
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4.6. Coefficients multinomiaux. — Supposons donnés deux entiers p et k
tels que 1 < k < p, ainsi qu’une suite d’entiers (ny,no, ..., ny) satisfaisant a :
(4.6.1) n1>0,n>0,..., nx >0 et m —i—n2+“~—l—nk‘:p.

p!
D ni!lng! ... nyg!
le note : < ) Lorsque k = 2, on a n1 + ny = p et on retrouve
-y N

. On

Un coefficient multinomial est un nombre de la forme :

nig,nz,.. P D
naturellement le coefficient binomial ( =
ni ny! (p —nq)!
PROPOSITION 4.6.1. — Le nombre de suites de longueur p, contenant nq
fois 1, ny fois 2, ..., ny fois k, les n; satisfaisant les relations (4.6.1), est

égal au coefficient multinomaial ( P )
ni,n2,...,Nk

Démonstration. — Notons C(n1,ns,...,ni) I'ensemble des suites conte-
nant exactement nq fois 1,... , ng fois k, puis considérons la suite

a = (11,12,...,1n1,21,22,...,2n2,...,kl,kg,...,knk),

de longueur ny + ny + --- + np = p et désignons par A ’ensemble des p!
réarrangements (permutations) de a.

Prenons un réarrangement b de la suite a et lisons les termes de ce
réarrangement b de la gauche vers la droite en écrivant d’abord les indices des
lettres 1. On obtient une permutation oy = (1,142, ...,y ), de longueur n;.
De méme, la lecture des indices des lettres 2, de la gauche vers la droite,
fournit une permutation oo = (j1,J2,.-.,Jn,), de longueur na, et ainsi de
suite. .. Prenons note de ces k permutations o1, oo, ... , 0 et effacons tous
les indices dans la suite b. On obtient une suite ¢ de 'ensemble C(nq, ..., ng).
I1 est clair que ’application qui envoie b sur (c;o01,09,...,0%) est bijective.
En fait, (¢;01,09,...,0%) est un simple codage de la suite b. Or le nombre
des suites (¢; 01, 09,...,0%) est égal & |C(nq,...,ng)| ni!ng! ... ng! Comme
|A| = p!, on obtient bien la formule annoncée.

Ezemple. — Le nombre d’anagrammes du mot VASSAL, mot qui contient
deux lettres A, deux lettres S, une lettre V et une lettre L, est égal a
(5 261 ) = 6!1/(2121111!) = 180. Le nombre d’anagrammes du mot BERLIET

est égal a 7!/2! = 2.520. Parmi eux, se trouve le mot LIBERTE.

La formule binomiale admet une extension multinomiale exprimée dans la
proposition suivante.

PrRoOPOSITION 4.6.2. — Soient z1, 22, ... , zi des nombres complexes
(ou des éléments pris dans un anneau commutatif). On a l'identité multino-
miale :

(46.2)  (z1+zo+- -t zm) =) < b )21”122“2 ™,

Ny, N2, ..., Nk
ot la sommation est étendue a l’ensemble des suites (ny,ne, ..., nk) d’entiers
satisfaisant a :

(4.6.3) n1 >0, n2>0, ..., >0 et ny+ng + -+ ng =p.
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Démonstration. — Le développement de (21 + 22 + -+ + 2i)P est égal
a ) 2 Ziy . .- Z,, ol la somme est étendue & toutes les suites (iy,72,...,17p)
dont les termes sont pris dans [k]. Il y a donc kP telles suites, donc kP
monomes dans la sommation. Lorsqu’on réarrange les lettres d’un monoéme
Ziy Ziy - - - %, suivant les indices croissants, on obtient un monome de la
forme 21 29™2 ... 2z, ou les n; satisfont les relations (4.6.3). D’apres la
Proposition 4.6.1, le nombre de monomes z;, z;, ... z;, de la somme initiale
égaux a 21" z9™2 ...z, est précisément égal au coefficient multinomial

(nl,n;?,..,nk)' |:|

Remarque. — Le nombre de termes distincts dans la somme de 'identité
(4.6.2) est égal au nombre de solutions de 1'équation

ny+ng+---+ng=p,

c’est-a-dire, d’apres la Proposition 4.5.2, a (p+];_1).
Remarque. — L’identité multinomiale intervient dans de nombreux cal-

culs explicites. Son écriture effective, méme pour de petites valeurs de k et
p, remplirait quantités d’écrans! Le nombre de termes (p H;*l) croit évidem-
ment tres vite.

5. Le principe de réflexion. — Dans ce paragraphe, nous nous
proposons de montrer, a propos du probleme du scrutin, comment une
interprétation géométrique des suites finies de nombres permet une évaluation
aisée de certains cardinaux et de la de certaines probabilités d’évenements.

Soient n un entier fixé (n > 1) et w = (x1,x2,...,2,) une suite finie, telle
que chaque z; soit égal & 1 ou & —1. On note p(w) = p (resp. ¢(w) = q) le
nombre de +1 (resp. —1) dans la suite w, de sorte que 'on a p 4+ ¢ = n.

On appelle sommes partielles associées a w, les sommes s, = x1 + x2 +
-« 4 xp pour k =1,2,...,n. Par convention, so = 0. Naturellement

Sk—Sk,1=$k2i1 (1§k§n) et Sn =P —q.

On peut identifier w a une ligne polygonale (ou chemin polygonal) tracée dans
un plan euclidien muni de deux axes rectangulaires, I’axe horizontal des t
et I’axe vertical des s, de la facon suivante : on joint par une ligne droite
successivement les points du plan : (0,0), (1,s1), (2,82), ... , (n,8,). On
dit que l'entier n est la longueur du chemin. Il y a, évidemment, 2" chemins
de longueur n joignant (0,0) & un point de coordonnées (n,s) (—n < s < n).

Les chemins ainsi formés ne sont constitués que de courts segments SO-
NE et NO-SE. Notons C l’ensemble de tous les chemins constitués par ces
seuls segments. Un chemin w de C allant de (0,0) & (n,s) doit satisfaire les
équations :

(5.1) p@) +aw) =n;  pw) —qw) =53
(5.2) pw) =5 ot gw)= "2

2 2



36 CHAPITRE 4 : PROBABILITES DISCRETES. DENOMBREMENTS

Par conséquent, le nombre de chemins allant de (0,0) a (n, s) est égal a :

(5.3) Cns:(p-l—q):(p-l-q) avecp:n+s.
’ q p 2

On pose ¢y, s = 0, lorsque n + s et » — s ne sont pas tous deux pairs.

Soit A et B deux points du plan de coordonnées A = (a,a) et B = (b, 3).
On suppose 0 < a < b, a > 1, 8 > 1. Ces hypotheses étant satisfaites, on a
le lemme suivant, dit du principe de réflexion.

LEMME 5.1. — Le nombre de chemins de C allant de A a B, qui touchent

ou traversent l’axe horizontal est égal au nombre de chemins allant du point
A" = (a,—a) a B.

A
. /\ B
a b
A/
Fig. 2
Démonstration. — La démonstration est de nature purement géométrique

(¢f. Fig. 2). Soit w un chemin touchant ou traversant ’axe horizontal. On
désigne par T le point le plus a gauche ou w atteint ’axe horizontal. Soit wq
la portion du chemin w allant de A & T et ws la portion allant de T" a B.
On forme un nouveau chemin allant de A’ & B en prenant le symétrique de
w1 par rapport a I’axe horizontal et en lui adjoignant ws. Soit w’ ce nouveau
chemin. Il est clair que w — w’ est une bijection envoyant la premiere famille
des chemins sur la seconde. []

Analytiquement, le point T" est le point d’abscisse ¢ défini par
S >0, Sg41 >0, ..., 541 >0, 5, =0,
et le nouveau chemin est défini par la séquence :
—Say —Satly -y —St—1yStyStly---sSh-
La plus célebre application du principe de réflexion est le théoreme du

scrutin. Avant de 1’établir, donnons encore un lemme de comptage, dans
lequel on conserve les notations de (5.1), (5.2) et (5.3).
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LEMME 5.2. — Soient n > 1 et s > 1. Le nombre de chemins allant de
(0,0) a (n,s) et restant toujours strictement au-dessus de [’axe horizontal est

égal a
s p—q <p + q)
—Cpg = —— :
n p+q p
Démonstration. — Si un chemin w partant de (0,0) reste toujours au-
dessus de I'axe horizontal, il satisfait nécessairement s; = 1. De la, le nombre
de tels chemins est aussi égal au nombre de chemins allant de (1,1) a (n, s),

ne touchant, ni traversant ’axe horizontal. D’apres le précédent lemme et la
formule (5.3), ce nombre est égal a :

(p+q—1> (p+q—1>
Cn—1,s—1 — Cn—1,54+1 — -
p—1 P

[T
pt+tq p+gq p

THEOREME 5.3 (du scrutin). — Dans un scrutin, il y a p bulletins pour
le candidat P et q pour le candidat Q. On suppose p > q. Alors la probabilité
pour que, durant tout le dépouillement, P soit toujours en téte est égale a

(r—a)/(p+a)-

Démonstration. — Le probleme revient a probabiliser I’ensemble de tous
les chemins allant de (0,0) a (p + ¢,p — q). Un tel chemin représente, en
effet, un dépouillement (41 si le vote est pour P, —1 si le vote est pour Q).
En prenant I’équirépartition sur ’ensemble de ces chemins, il s’agit d’évaluer
le nombre des chemins qui restent toujours strictement au-dessus de 1’axe
horizontal. C’est ce qui a été fait au lemme précédent. []

COMPLEMENTS ET EXERCICES

1. Une application de la formule de Poincaré. — Soit n > 2 et n =
pit ... pSr sa décomposition en facteurs premiers. Prenons 2 = {1,2,...,n}
et notons Ay la partie de 2 constituée par les entiers divisibles par le nombre
premier pr (k = 1,...,7). La réunion A; U --- U A, est la partie de 2
constituée par les entiers qui sont divisibles par I'un au moins des premiers
P1y -+, Pr €t (A1 U--- U A,)¢ est la partie de  constituée par les entiers
qui ne sont divisibles par aucun des nombres premiers pi, ..., p,, c’est-a-
dire qui sont premiers avec n. Son cardinal est noté ¢(n). La fonction ¢ est
appelée la fonction arithmétique d’Fuler. On utilise la formule de Poincaré
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pour démontrer la formule
p(n) — H 1— 1
n | p)’
pln

ol le produit au second membre est étendu a tous les facteurs premiers p
de n qui divisent n. En effet, on a, d’apres la formule de Poincaré :

410U AL = Y4 = S Ay 4 (1 Arn 0 A

i i<j
Or |[A; U---UA,| =n—p(n); d’autre part, si d|n, alors le nombre d’entiers
de © qui sont divisibles par d est n/d. On a donc : |4;| = n/p;, |[4; N A;| =

n/(pip;), -, |[AiN---NA| =n/(p1...pr). La formule de Poincaré s’écrit
donc :
n n n
n—pn)=) —- o (D) ,
. Di i<y Dipj b1 Pr
n 1 1 1 1
n i Di i<j bip; b1 Dr p|n b
2. Le probleme des rencontres. — Une urne contient n boules numérotées

de 1 a n. On les extrait successivement sans remise et apres chaque tirage,
on observe le numéro de la boule tirée. On décrit cette expérience au moyen
du triplet (2,2(,P), ou Q est ’ensemble des permutations de {1,...,n}, ou
A est P() et ou P est I"équirépartition.

On dit qu'il y a rencontre au i:™ tirage, si la boule tirée porte le numéro i
et on désigne par E; 1’événement «il y a rencontre au i°™° tiragey; E;
est la partie de Q dont les éléments sont les permutations de {1,...,n}
dont la i*®™° place est occupée par le numéro i. De méme, si (iy, ..., ;) est
une suite strictement croissante d’entiers compris entre 1 et n, 'intersection
E;, N---NE;, estla partie de 2 dont les éléments sont les permutations
dont les 41'°™°, ..., 5™ places sont occupées par les numéros iy, ..., ik.
On a donc, en vertu de 1’équirépartition : P(E;) = (n—1)!/n! (i=1,...,n);
P(E;, NE;,)=mn-2)!/n! (1<i; <iz<n); PEiN---NE,) =1/nl

a) Soit A I'événement «il y a au moins une rencontrey, c’est-a-dire
A=F,U---UE,. La formule de Poincaré donne :

1<ip << <n

=S () - S
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Lorsque n — o0, cette quantité tend vers : 1 — e~ ! ~ 0,63212. On se
convaincra que pour des valeurs modérées de n, en fait des que n = 7, la
probabilité P(A) est déja tres proche de sa limite.

b) Soit B I’événement : «il n’y a aucune rencontre». Alors B = E{N---N
E¢ =(E1U---UE,)°= A°. D’ou

Y
P(B)=1-P4) =) " kl!) .

k=0

Lorsque n — 00, cette quantité tend vers e~ ~ 0, 36788.

¢) Posons d, = n!P(B) = n!d>_}_,(—1)¥/k!. C’est évidemment un entier
supérieur ou égal a 1 qui compte le nombre de permutations, parmi les n!
possibles, qui ne présentent aucune rencontre, c’est-a-dire telles qu’a aucun
rang ne figure un numéro égal a ce rang. Le nombre d,, est appelé le nombre
de dérangements de n objets.

Ezemple 1. — Un facteur possede n lettres adressées a n destinataires
deux a deux distincts. Alors d,, est le nombre de maniéres différentes dont il
peut poster les lettres de telle facon qu’aucune n’arrive a destination.

Ezxzemple 2. — Quel est le nombre de manieres de disposer huit tours sur
un échiquier de telle sorte qu’aucune tour ne puisse en attaquer une autre
et que la diagonale blanche soit libre de tours? On voit que la solution est
dg = 14.833.

d) Soit C' I’évenement «il y a exactement une rencontre ». On peut montrer
que

n—1 1\k
)= kl!) |

Cette quantité tend vers e~! lorsque n — oco; d’autre part, P(B) — P(C) =
(=1)"/n! — 0, de sorte que, pour n grand, la probabilité pour qu’il n’y ait
aucune rencontre est pratiquement égale a celle pour qu’il y ait exactement
une rencontre.

3. — Prenons ) = N*. On désigne par D la classe des parties A de N*
pour lesquelles la limite suivante existe :

d(A) = Tim card(Aﬂ{l,...,n}).

n— 00 n

Cette limite est alors appelée la densité arithmétique de A. On vérifie que
Q € D, que D est stable par passage au complémentaire et que D est stable
par réunion disjointe finie. Ainsi D est une classe de Dynkin faible.

Remarque. — La classe D n’est pas stable par intersection; ce n’est pas
une algebre. L’application d : D — R™ est simplement additive, mais n’est
pas o-additive sur D.
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4. — Une caisse contient dix paires de chaussures (en vrac), dont
les miennes. On retire au hasard quatre chaussures. On veut calculer la
probabilité pour que, parmi ces quatre chaussures, se trouve ma paire, ou
encore la probabilité pour que, parmi ces quatre chaussures, se trouve au
moIns une paire.

Les dix chaussures droites (resp. gauches) sont numérotées : (1,d), (2,d),
..., (10,d) (resp. (1,9), (2,9), ..., (10,9)). Soit X I’ensemble formé par ces
vingt numéros.

a) Construire un triplet (€2, 2(, P) qui décrit cette expérience. On choisira
Q2 de telle facon qu’il soit raisonnable de prendre pour P ’équirépartition
sur 2.

b) Déterminer le sous-ensemble A; de €2 qui correspond a I’évenement :

«parmi les quatre chaussures retirées se trouve la 7™ pairey (i = 1,...,10).
c) Calculer P(4;) (i =1,...,10).
d) Soit (i1,...,7x) une suite strictement croissante d’entiers compris

entre 1 et 10. Calculer P(A;, N---N A;,) pour k = 2, puis pour k > 3.
e) En déduire la probabilité pour que, parmi ces quatre chaussures, se
trouve au moins une paire.

5. — On tire «au hasard » quatre cartes d’un jeu de cinquante-deux cartes.
Quelle est la probabilité pour que, parmi ces quatre cartes, il y ait exactement
deux rois? L’hypothese «au hasard » amene a prendre 1’équirépartition sur
un certain ensemble fondamental 2. Préciser lequel.

6. Jeu de « Passe-Dizy. — On lance trois dés parfaits. Montrer que la
probabilité pour que la somme des points amenés dépasse dix est égale a la
probabilité pour que cette somme ne dépasse pas dix.

7. Le « Paradoxe) du Chevalier de Méré. — Ce personnage marquant de
la cour de Louis XIV, qui «avait tres bon esprit mais n’était pas géometre »
(cf. lettre de Pascal a Fermat du 29 juillet 1654) était un joueur impénitent,
toujours a la recherche de regles cachées lui permettant de réaliser un
avantage sur ses adversaires. Voici deux de ses «reglesy.

a) «Il est avantageux de parier sur I'apparition d’au moins un “six”
en lancant un dé quatre fois de suite.) Cette regle est bonne puisque la
probabilité de I’évenement qui nous intéresse est :

5\ * 1
1—(2) =0.517747> =.
(6) 0517747 > 2

La différence avec % est faible, mais apte a fournir a long terme des gains
assurés; le Chevalier devait jouer souvent!

b) «Il est avantageux de parier sur l’apparition d’au moins un “double-
six” en lancant deux dés vingt-quatre fois de suite. » Cette regle est mauvaise,
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puisque la probabilité de ’événement cherché est :

35\ 2 1
1—(2) =0,491404 < -
(36) ! <3

Le Chevalier était donc moins heureux avec cette regle qu’avec la précédente.
En fait, il s’était laissé abuser par un soi-disant argument d’homothétie : en
lancant un dé, il y a six issues, en lancant deux dés, il y en a 62 = 36, soit six
fois plus. Comme il est avantageux de parier sur I'apparition d’au moins un
«six» en langant un dé quatre fois de suite, il doit étre avantageux de parier
sur 'apparition d’au moins un «double-six » en lancant deux dés 4 x 6 = 24
fois de suite! Paradoxe! Noter que si le Chevalier avait parié sur ’apparition
d’au moins un «double-six)» en lancant deux dés vingt-cinq fois de suite,
il aurait été avantagé, la probabilité de I’évenement désiré étant supérieure
al/2.

Dans les exercices suivants, on étudie le modele des urnes et des boules.
Il s’agit de répartir r boules dans n urnes et 'on suppose les répartitions
équiprobables. Cependant, on obtient différentes situations suivant que I'on
considere les boules et les urnes comme discernables ou indiscernables. Tous
ces modeles sont effectivement utilisés en mécanique statistique.

8. Boules et urnes discernables (modeéle de Mazwell-Boltzmann)

a) L’ensemble Q) de toutes les répartitions possibles est I’ensemble €2 de
toutes les suites (wi,...,w,), de longueur r, ol w; désigne I'urne contenant
la 7™ houle (j =1,...,7). Le cardinal de 2 est donc n". On prend comme
probabilité sur ) I’équirépartition P.

b) On désigne par A; I'évenement «la i
On a:

M urne est videy (i =1,...,n).

1 ™
P(A;) = (1—5) pour tout 7 =1,...,n.

c¢) Soit B I’évenement « chaque urne contient au plus une bouley. On a :

P(B):n(n—l)...(n—r—l—l)-

n’l‘

Cette quantité est nulle si r > n + 1.

d) Soit Cj 'éveénement «la i®MC yrne contient exactement k boules »
(1 <i<n; 0<k<r). Les k boules peuvent étre choisies de (,:) facons
et les (r — k) boules restantes peuvent étre placées dans les (n — 1) urnes

restantes de (n — 1)"~* fagons. On a donc :

= (oo () () (-3
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e) Soit A I’éveénement «parmi m urnes fixées a I'avance, aucune n’est
vide» (1 < m < n). Pour calculer la probabilité de A = AN ---N A on
utilise la formule de Poincaré :

P(A)zf:(—l)k > P4, N N4,

k=0 1<ip <---<ip<m
B m o m - E T
() (n)
k=0
) 1 rl )
f) Soit C' = Cl,kl mCQJCQ N---N Cn,lfn‘ On a: P(C) = Fm, S1

ki + -+ ky,=1ret P(C) =0, sinon.

g) Dans Strasbourg sept accidents se produisent chaque semaine. En
faisant des hypotheses convenables, calculer la probabilité pour qu’une
semaine contienne un jour avec au moins deux accidents.

Réponse. — Omn a r = 7 boules (accidents) a répartir dans n = 7 urnes
(les jours de la semaine). En désignant par A; (i =1,...,7) événement «le
jieme jour est sans accident », I’évenement dont on cherche la probabilité est
A=A, U---UA;. La formule de Poincaré donne :

P(A) =) (1) (Z)P(Al NN Ag)

7
(—1)k1 (7> (1 — E) ~ 0, 99387.
! k 7

On a encore P(A) =1 — (7!/77). Un malheur n’arrive jamais seul !

9. Boules indiscernables et urnes discernables (Bose-Einstein).

a) Iciseul le nombre de boules dans les urnes intervient. On prend pour 2
I’ensemble des suites (x1, . . ., ;) qui sont solutions en nombre entiers positifs
de I'équation : 1 + - - -+ z,, = r (¢f. Proposition 4.5.2). Le cardinal de € est
donc ("Jr:_l). Comme mesure de probabilité sur € on prend I’équirépartition.

b) Soit Aj I’événement «une urne fixée contient exactement k boules ».

. _ (ntr—k—2\ /m4r—1
Ona: P(Ay) = ("7272) /("1
10. Boules indiscernables, urnes discernables et impossibilité d’avoir deux
ou plus de deux boules dans une méme urne (Fermi-Dirac).

a) L’ensemble 2 est 'ensemble des parties de r éléments (les  urnes non
vides) prises d'un ensemble de n éléments (les n urnes au total). Le cardinal
de 2 est (:f) (c¢f. Proposition 4.4.1). On prend ’équirépartition sur €.

b) Soit A; 'événement «une urne fixée contient exactement une boule ».

Ona:P(A) = ("_])/(") =r/n.

r—1 r



CHAPITRE 5
VARIABLES ALEATOIRES

Le modele décrit dans les chapitres précédents n’est plus suffisant lorsque
I’on veut mesurer des grandeurs dépendant du hasard ou décrire ’état d’un
systeme aléatoire évoluant au cours du temps. On est amené a introduire
des fonctions définies sur des espaces probabilisés. Les anciens les appelaient
variables aléatoires et nous avons conservé 'appellation. Ce sont, en fait, de
véritables fonctions, a valeurs réelles ou a valeurs dans R". L’objet de ce
chapitre est de donner la définition formelle de variable aléatoire, apres avoir
rappelé quelques points techniques sur les applications réciproques et fourni
quelques résultats de base sur les fonctions mesurables.

1. Application réciproque. — L’application réciproque X' d’une
application X : E — F est une application de I’ensemble des parties P(F)
dans P’ensemble B(E), qui envoie toute partie B de F sur la partie X ~1(B)
de FE formée de tous les éléments e tels que X (e) appartient a B. L’ensemble
X~YB)={e€ E: X(e) € B} est appelé I"image réciproque de B.

Le fait essentiel, qui ne sera pas redémontré ici, est que l'application
réciproque X ~! conserve les opérations élémentaires sur les ensembles. En
d’autres termes, si B,, (avec ou sans indice) désigne une partie de F', on a les
relations :

C

X'w=0 X'F)=E£ X YB)=(X"YB)),
X—1<UBn>:UX—1(Bn), X‘1<ﬂBn>= X~Y(B,).

En particulier, I'image réciproque de la réunion de sous-ensembles disjoints
deuz a deux est la réunion de leurs images réciproques, disjointes deux a deux
également. Avec la notation ), on a donc :

X1 (Z Bn> =Y X Y(B,).

Comme on peut s’y attendre, I’application réciproque conserve les structures
algébriques sur les ensembles, en particulier la structure de tribu; on a, en
effet, la proposition suivante.

PROPOSITION 1.1. — Soient (F,§) un espace mesurable et X : E — F
une application. Alors la famille X ~Y(F) = {X1(B) : B € §} est une tribu
de E.
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Démonstration. — En effet, comme E est égal & X '(F) et que F
appartient & §, on a bien E € X~ 1(§). D’autre part, si B appartient & F,
alors B est aussi dans §. Par suite, (X~1(B))" = X~1(B°) € X~ ().
Enfin, si (B,,) est une suite de parties appartenant a §, alors leur réunion y
appartient aussi et 'on a: |J, X 1(B,) =X"YU, Bn) € X 1(5). [

La prochaine proposition dit que I'application réciproque commute avec
I’opération de tribu engendrée.

ProproSITION 1.2. — Soient X : E — F une application et C une classe
de parties de F. Alors T(X1(C)) = X1 (Z(C)), ou T(C) désigne la tribu
engendrée par C.

Démonstration. — On a tout d’abord C C F(C), dott X 1(C) C
X *1(‘5(C)). Comme ce dernier ensemble est une tribu d’apres la proposi-
tion précédente, on a I'inclusion : T(X1(C)) € X (Z(C)).

Notons § la classe des parties B de F dont les images réciproques
X_l(B) sont des éléments de T(X~*(C)). On a, par conséquent X ~(§) C
“Z( ) Vérifions d’abord que § est une tribu de F' :

(i) On a X HF)=Ee%(X 1)), dou F €F.
(ii) S ( n) est une suite d’éléments de F, alors
XU, Bn) =U, X H(Bn) €T(X7(C)), dou U, B, €3
(iii) Si B appartient a §, alors X ~}(B¢) = (X_l(B))C appartient aussi a
T(X~1(C)). Dou B € §.
Notons ensuite que § contient C, donc contient aussi T(C). Par suite,

T(XHC) > XH(F) > X 'Z(0).
Les deux tribus T(X~1(C)) et X 'T(C) sont donc identiques. []

2. Fonctions mesurables

Définition. — Soient (E,€) et (F,F) deux espaces mesurables. On dit
que X : E — F est une fonction mesurable de (E, €) dans (F,5), si X 1(F)
est une sous-tribu de €. Si (F,§) = (R, B), on parle simplement de fonction
mesurable sur (E, €).

La proposition suivante permet de vérifier la mesurabilité d’une applica-
tion non nécessairement sur tous les éléments de la tribu §, mais sur les seuls
éléments d’une classe qui engendre §.

PROPOSITION 2.1. — Soient (E, €) et (F,§) deuzr espaces mesurables.
Pour qu’une application X : E — F soit une application mesurable de (E, €)
dans (F,F), il suffit qu’il existe une classe C de parties de §, qui engendre §
et qui soit telle que X~ 1(C) C €.

Démonstration. — En effet, si X 1(C) est contenue dans la tribu &,
alors la tribu ‘I(X_l(C)), égale a X_l(‘Z(C)) d’apres la Proposition 1.2,
ou encore & X ~1(gF), est aussi contenue dans €. L’application X est donc
bien mesurable. []
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On a vu que la classe des intervalles ouverts (resp. des demi-droites, etc.)
engendrait la tribu borélienne B! de R. Il résulte donc de la proposition
précédente que pour vérifier qu'une fonction a valeurs réelles, définie sur un
espace mesurable (F, &), est mesurable, il suffit de montrer que pour tout
couple de nombre réels (a,b) tels que a < b on a X *(]a,b]) € € (resp. que
pour tout nombre réel a 'image réciproque X ~*(] — 0o, a]) appartient a €,
etc.).

La proposition suivante se démontre a l’aide de la Proposition 2.1. Sa
démonstration n’est pas reproduite.

PROPOSITION 2.2. — Soient (E, &) un espace mesurable, X un nombre
réel et X, Y (avec ou sans indice) des fonctions mesurables sur (E, €). Alors
|1 X|, X +Y, AX, XY, limsup, X,,, liminf,, X,,, sup,, X,,, inf, X,, (a la
condition que ces opérations conduisent a des fonctions a valeurs numériques
finies) sont mesurables.

Si, de plus, X # 0, alors 1/X est mesurable. Enfin, si X,, converge en
tout point e de E vers un nombre fini, la fonction X = lim,, X,, est aussi
mesurable.

On résume tout cet énoncé en disant que la mesurabilité est stable sous
toutes les opérations classiques de [’analyse. Les applications constantes sont
évidemment mesurables. Pour les fonctions continues, on a 1’énoncé suivant.

ProrosITiON 2.3. —  Soient E un espace topologique et € la tribu
engendrée par la classe des ouverts de E. Alors toute fonction continue
X : (E,€) — (R, B') est mesurable.

Démonstration. — Soit O la classe des ouverts de R. Alors X 1(9) C €.
D'ou (X 1(D)) = X1 (T(D)) C € Comme on a T(O) = B, on en conclut
que X ~1(B1) est contenu dans €, c’est-a-dire que X est mesurable. []

La prochaine proposition permet de comparer la mesurabilité d’une fonc-
tion a valeurs dans R™ avec la mesurabilité des applications coordonnées de
cette fonction.

PROPOSITION 2.4. —  Soient (E,&) un espace mesurable et X =
(X1,...,X,) une application de E dans R™. Alors X est une fonction mesu-
rable de (E, €) dans (R™,B™), si et seulement si, pour chaque i = 1,...,n,

Uapplication coordonnée X; : E — R est une fonction mesurable de (E, )
dans (R, B').

Démonstration. — Soient (Bi,...,B,) une suite de n boréliens de la
droite réelle. Alors le produit cartésien B =[], B; est un borélien de R™. De
plus, X~1(B) = N, X; '(B:). Si X est mesurable, choisissons un entier i
dans [1,n] et prenons B; = [a;,b;[ et B; = R pour tout j # i. Alors
X~YB) = X, ([ai,b;]). Dot X; '([a;,b;]) appartient & €. Par suite, X
est mesurable, d’apres la Proposition 2.1.

Réciproquement, si tous les X; sont mesurables, prenons B; = [a;, b;]
(i =1,...,n). L’ensemble B est un pavé de R™ et X ~!(B) appartient & €.
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On a donc X~ !(B") C €. La fonction X est donc elle-méme mesurable,
d’apres la Proposition 2.1. []

La prochaine proposition est donnée sans démonstration.

PROPOSITION 2.5. — Soient (E, €) un espace mesurable, X : (E, €) —
(R™,B") et f: (R",B") — (R, B) deux applications mesurables. Alors fo X
est une fonction mesurable.

La notion d’indicatrice d’évenement a été introduite au chap. 1, §3.3.
On prendra soin de ne pas confondre l'indicatrice I4 d’un évenement A
appartenant a une tribu 2l d’'un ensemble et la mesure singuliére €,,, qui
est une fonction d’ensemble définie sur . On a cependant la relation

Iy(w) =€,(A), pourtout w e Net A e

La proposition suivante est immédiate et donnée sans démonstration.

PROPOSITION 2.6. —  Soit (Q,20) un espace mesurable. Alors 'indica-
trice 14 d’un sous-ensemble A de ) est une fonction mesurable si et seule-
ment si A appartient a 2.

3. Variables aléatoires

Définition. — Un espace probabilisé (2,2, P) étant donné, on appelle
variable aléatoire réelle (resp. variable aléatoire a wvaleurs dans R™ ou a
n dimensions) une fonction mesurable de (2,2) dans (R, B!) (resp. dans

(R™, B™)).

Il résulte de ce qui précéde qu’une variable aléatoire réelle (resp. a n
dimensions) est une application de €2 dans R (resp. dans R"™) telle que pour
tout a réel (resp. toute suite (ay,...,a,) de nombre réels) I'image réciproque
X~Y] - 00,a]) (resp. X7 1(] — 00,a;1] x --- x| — 00,a,])) appartient a la
tribu .

Remarque. — Notons que dans la définition d’une variable aléatoire, la
mesure de probabilité P figurant dans le triplet (£2,2(, P) ne joue aucun role;
seule intervient la tribu 2. La terminologie usuelle de variable aléatoire est
donc, en toute rigueur, impropre. Cependant la variable «aléatoire » X définie
sur le triplet permet de probabiliser 'espace d’arrivée (R, B'), comme il est
décrit ci-apres.

Notation probabiliste. — Supposons donnés un espace probabilisé (£2, 2, P)
et un évenement A de la tribu 2. La notation P(A) se lit probabilité de
I’événement A ou probabilité que l’événement A se produise.

De la méme facon, si X est une variable aléatoire réelle définie sur cet
espace et si B est un borélien de la droite, 'évenement X ~1(B) = {w € Q :
X (w) € B} appartient a 2. On note cet évenement {X € B}. Sa probabilité
P{X € B} se lit probabilité que X soit dans B.

L’ensemble B peut prendre diverses formes. On écrira, par exemple,
P{X = b} au lieu de P{X € {b}} et P{X < b} au lieu de P{X €] — o0, b|}.
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Ces expressions sont lues probabilité que X soit égal a b et probabilité que X
soit inférieur ou €gal a b, respectivement.

De meéme, si (A,) désigne une suite d’évenements de A, on écrit
P(A1, As, ..., A,) pour P(A; N AN ---NA,). Cette expression se lit proba-
bilité que les événements Ay, Ao, ..., A, se produisent en méme temps.

Enfin, si deux variables aléatoires X; et X5 sont définies sur le méme
espace probabilisé (2,2, P), on écrit P{X; < by, X5 < by} pour P(Xl_l(] —
00, b1] N X5 H(] — 00, ba] ) et on lit probabilité que X, soit inférieur ou égal a
b1 et que Xo soit inférieur ou égal a bo.

4. Loi de probabilité d’une variable aléatoire. — La notion de
variable aléatoire permet de probabiliser ’espace mesurable (R™, B™); on a,
en effet, la proposition suivante.

ProrosiTION 4.1. —  Soit X : (2,2,P) — (R™,B") une variable
aléatoire a n dimensions. Alors Uapplication Px : B" — [0,1] définie pour
tout borélien B de B™ par

Py(B) = P(X"(B)).

est une mesure de probabilité sur (R™, B™).

La mesure de probabilité Px ainsi définie est appelée loi de probabilité de
la variable aléatoire X . Elle est encore notée £(X). On dit aussi que X suit
la loi de probabilité Px.

Démonstration. — Comme, pour tout sous-ensemble borélien B, I'image
réciproque X ~!(B) appartient & 2, la précédente définition de Py a bien un
sens. D’autre part, Px(R™) = P(X~!(R")) = P(Q) = 1. Enfin, si (B,) est
une suite de sous-ensembles boréliens deux a deux disjoints, on a les égalités :
Px (Zn Bn) = P(X_l(zn B”)) = P(Zn X_I(B")) = ZnP(X_l(B”)) =
> Px(Bn). [

Avec les mémes notations que ci-dessus, on a donc
P{X € B} =P(X'(B)) = Px(B).

D’autre part, l'espace (R™,B",Px) est un nouvel espace probabilisé. Il y
a donc lieu de bien préciser la probabilité qu’on utilise lorsqu’on parle de
probabilité d’'un évenement.

Remarque 1. — La notion de loi de probabilité est fondamentale pour
la raison suivante : & toute mesure de probabilité P’ sur lespace (R™,B"),
on peut associer un espace probabilisé (£2,2(,P) et une variable aléatoire
X : (2,2,P) — (R",B"), telle que la loi de probabilité Px de X soit
précisément P’. Il suffit de prendre, en effet, Q@ = R™, A = B, P = P’
et pour X D'application identique de 2.

On peut ainsi parler de variable aléatoire X ayant une loi de probabilité
Py, sans spécifier 1’espace probabilisé (£2,2(, P) sur lequel X est défini. On ne
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retient alors que l’espace probabilisé (R™, B™, Px), que l'on étudie de facon
autonome en faisant abstraction du mécanisme qui a donné naissance a X. On
est alors dans le domaine de la phénoménologie, puisque R” est ’ensemble des
valeurs observées de X, dont 'information probabiliste sur X est concentrée
sur la loi de probabilité Px sur (R™, B").

Ce point de vue (appelé point de vue «en loiyn) est souvent adopté,
principalement dans les exposés élémentaires. Il est parfaitement défendable,
d’autant que pour le calcul de la plupart des valeurs typiques d’'une variable
aléatoire (espérance mathématique, variance, médiane, ... ) il est suffisant
de connaitre ’espace probabilisé (R™, B", Px).

Remarque 2. — La loi de probabilité Px est 'image de la mesure P par
Uapplication X. On la note aussi X (P), notation qui a I'avantage suivant :
si I'on considere la loi de f o X, la transitivité de la mesure image permet

déerire : (f o X)(P) = f(X(P)).

5. Fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle. — Soit
(2,2, P) un espace probabilisé et X : (Q,%,P) — (R,B!) une variable
aléatoire réelle. On appelle fonction de répartition de X la fonction qui a
tout réel = associe le nombre F(z) défini par :

F(z) =P{X <z} =Px(] — o0, z]).

PROPOSITION 5.1. — La fonction de répartition F d’une variable aléatoire
réelle X satisfait aur propriétés suivantes :
(i) 0<F(x) <1;
(ii) F est une fonction croissante (au sens large), continue a droite en tout

point x de R ;
(iii) lim F(x) =0 et lim F(z)=1.
Tr— —00 r——+00
Démonstration. — La propriété (i) est évidente. Prenons ensuite deux
nombres réels x et z’ tels que x < x’. Alors | — 0o, x] C|] — oo, 2']. D’olt

Px (] — oo, z]) < Px(] — o00,2']) et par conséquent F(z) < F(z').
Soit maintenant une suite décroissante (€,) de nombres réels tendant
vers 0. (En abrégé : €, | 0.) Pour tout réel x on a :

Px(Jo,x + en] ) = Px (] — 00,2 + €n] ) = Px (] — 00, 2])
=F(z+¢,) — F(x).

Or Jz,z + €,] | 0. D’otu lim,, Px(]z,x + €,] ) = 0, soit F(z 4+ 0) = F(z).

De méme, | — oo, —n] | 0, d’ott lim,_._, F(z) = lim,, Px(] — 00, —n]) =
Px (lim,, (] — 00, —n]) = 0.

Finalement, | — oco,n] T R. D’ou lim, 4o F(z) = lim, Px(] — co,n]) =
Px(lim,(] —oo,n]) =Px(R) =1. []

Remarque. — 1l est souvent commode, pour une fonction réelle F d’une

variable réelle, qui satisfait les propriétés (i), (ii) et (iii) de la Proposition 5.1,
de dire qu’elle est une fonction de répartition tout court (sur la droite).
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La Proposition 5.1 admet une réciproque, qui sera démontrée au chap. 10
(Théoreme 3.1), que nous énongons ici sous la forme suivante.

PROPOSITION 5.2. — A toute fonction de répartition F correspond une et
une seule mesure de probabilité P sur (R, BY), satisfaisant a P(] — oo, x]) =
F(z) pour tout x réel.

Remarque. — On peut aussi définir une fonction de répartition F associée
a un vecteur aléatoire X = (Xj,Xo,...,X,) a n dimensions. Il suffit de
poser :

F(z1,20,...,2,) = P{X3 <21, X5 < z9,..., X,, < z,}.

On obtient ainsi une fonction réelle, a valeurs dans [0, 1], de n variables réelles.
Les propriétés de cette fonction de répartition (conjointe) sont étudiées dans
I’exercice 11.

6. La fonction de masse et les discontinuités de la fonction de
répartition. — Soient X : (2,2, P) — (R, B') une variable aléatoire réelle
et F sa fonction de répartition. On sait que pour tout € R on a {x} € Bl,
de sorte que P{X = z} est défini pour tout x.

Définition. — On appelle fonction de masse de X application 7(.) : R —
R* définie par m(z) = P{X = x}.

PROPOSITION 6.1. — La fonction de masse m(.) est entiérement déter-
minée par la loi de probabilité, donc par la fonction de répartition ¥F. Pour
tout x € R, on a : w(x) = F(z) — F(x —0) = F(z 4+ 0) — F(x — 0). Le nombre
m(z) est la hauteur du saut de F en x.

Démonstration. — Soit x € R et (z,,),>1 une suite croissante de réels tels
que pour tout n > 1 on ait z,, < x et x,, T x. Pout tout n > 1 on a la relation

|—00, 7] = ]—00, x| U]y, 7],
d’ou, en prenant la probabilité Px des deux cotés :
F(z) = F(zn) + Px (Jzn, 2] ).

Passant a la limite pour n — oo, on observe que :

(i) la suite (F(zy))n>1 est croissante bornée, elle tend donc vers une
limite notée F(x — 0);

(ii) la suite d’ensembles (|z,,z]),>1 est décroissante, sa limite est
Ny>1]@n, 7] = {z}; dott lim,, Px (]zn, 2]) = Px({2}) = Px{X = 2} = 7(z).
On obtient finalement : F(z) = F(z — 0) + w(z). []

PROPOSITION 6.2. — Soient X une variable aléatoire, ¥ sa fonction de
répartition, w(.) sa fonction de masse. Posons :

Dx ={x e R:7(z) > 0}.
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a) La fonction F est continue au point z € R, si et seulement siw(x) = 0.

b) La fonction F est continue sur tout R, si et seulement si Dx = () ;
on dit alors que la loi de probabilité de X est diffuse.

c) L’ensemble Dx est fini ou dénombrable ; en d’autres termes, l’ensem-
ble des points de discontinuité de F est fini ou dénombrable.

Démonstration. — Les propriétés a) et b) sont évidentes; pour démon-
trer c¢) posons : A,, = {z € R: w(x) > 1/n}. Comme 7(x) représente la hau-
teur du saut de F au point z, et que F' est croissante, de variation totale égale
a 1, 'ensemble A,, contient au plus n éléments. En outre, Dx = J,,~; An.
Comme une réunion finie ou dénombrable d’ensembles finis ou dénombrables
est encore finie ou dénombrable, la propriété est démontrée. |[]

Définition. — Soient X une variable aléatoire réelle et 7(.) sa fonction
de masse. On a vu que Dx est fini ou dénombrable; on peut donc effectuer
la somme ) ., 7(z). Si cette somme est égale a 1, on dit que la variable
aléatoire X est discréte et que Dx est son support; nous désignerons par la
suite ce support par Sx.

Remarque. — Le support d’une variable aléatoire discrete peut étre
partout dense, par exemple Sy = Q. Dans ce cas, la fonction de répartition
ne peut plus étre représentée par une fonction en escalier élémentaire (cf.
Exercice 7).

PROPOSITION 6.3. —  Soient X wune variable aléatoire, Px sa loi de
probabilité, F sa fonction de répartition et 7(.) sa fonction de masse. Alors
on a, pour —o0 < a < b < +00, les relations :

Px(] —o0,a]) =F(a);
Px (] —o00,a]l) =F(a—0) =F(a) —n(a);
Px(Ja, +oo[) =1 —F(a);
Px([a,+0[) =1—F(a—0)=1—-F(a) +7(a);
Px(la,b]) =F(b) — F(a);
Px([a,b]) =F(b) —F(a—0) =F(b) — F(a) + 7(a);
Px(Ja,b[) = F(b—0) — F(a) = F(b) — F(a) — 7(a);
Px([a,b[) =F(b—0) — F(a - 0) = (F(b) — F(a)) — (7(b) — 7(a))

La vérification de toutes ces propriétés ne présente aucune difficulté.

7. Tribu engendrée par une variable aléatoire. — Soit X une
variable aléatoire & n dimensions, définie sur un espace probabilisé (2,2, P).
On appelle tribu engendrée par X la tribu notée T(X), définie comme la plus
petite tribu contenue dans 2 rendant X mesurable.

PROPOSITION 7.1. — On a T(X) = X~1(B").



COMPLEMENTS ET EXERCICES 51

Démonstration. — Par définition méme de la mesurabilité, une sous-tribu
T de 2 rend X mesurable, si et seulement si I'on a X }(B") C %. En
particulier, on a X ~}(B") C ¥(X). L’inclusion inverse est aussi vraie, car
X~1(B") rend évidemment X mesurable. []

COMPLEMENTS ET EXERCICES

1. — Exprimer les indicatrices de A3 U Ay, A1 N Ay, Ay \ A2, A1 A A
(différence symétrique), limsup,, 4,,, liminf,, A, en fonction des indicatrices
de Al, AQ, An, (n > 1)

2. — Montrer qu’'une fonction réelle X définie sur un espace mesurable
(©,20) est mesurable, si et seulement si I'ensemble {w € Q : X(w) < r}
appartient a 2 pour tout r rationnel.

3. — Soit (X,,) une suite de fonctions réelles mesurables définies sur un
espace mesurable (Q,2). Montrer que I’ensemble des éléments w de Q pour
lesquels la suite (X, (w)) est convergente est mesurable.

4. — Soit H, la fonction de répartition de la mesure de probabilité
singuliere €, sur la droite R. Donner l'expression de H, («H» comme
Heaviside).

5. — Soient a et b deux nombres réels. Déterminer la fonction de
répartition de Y = a X + b.

6. — Si F est une fonction de répartition continue et si h est un nombre
strictement positif, montrer que

est aussi une fonction de répartition.

7.— Soit (ap)n>1 une numérotation de l'ensemble @ des nombres
rationnels. On considere une variable aléatoire discrete X dont le support Sx
est Q et dont la fonction de masse est : w(z) = 0, si x € R\Q et w(a,) = 1/2"
pour a, € Q (n > 1). La fonction de répartition F de X est donnée par :

Flz) =P{X <az}=)_ zin =) zinﬂan(x).

Il en résulte que F a toutes les propriétés d’'une fonction de répartition, et
que ses seuls points de discontinuité sont les rationnels.
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8. a) Soit X une variable aléatoire admettant une fonction de répartition
F continue et strictement croissante. Montrer que la variable aléatoire U =
F o X admet pour fonction de répartition la fonction G définie par :

0, siu<O0;
(E) G(u):{u, si0<u<1;
1, sil<u.
b) Soit U une variable aléatoire dont la fonction de répartition G est

donnée par (E). Soit d’autre part une fonction de répartition F dont on
désigne par F~1 la fonction inverse généralisée (au sens de Paul Lévy) :

F~l(z) = sup{y : F(y) < z}.

Montrer que la variable aléatoire X = F~! o U admet F comme fonction de
répartition.

9. — Soit X une variable aléatoire telle que X et 2X admettent la méme
fonction de répartition F. Déterminer F; que peut-on dire de X ?

10. — Soit X = (X3, X2) un vecteur aléatoire a deux dimensions qui
prend toutes ses valeurs sur la premiere bissectrice. Montrer que sa fonction
de répartition conjointe F(x1,x2) est de la forme :

F(z1,22) = h[min(x1, x2)],
ou h(.) est une fonction réelle. Réciproque?

11. — Soit X = (Xy,...,X,,) un vecteur aléatoire a n dimensions défini
sur un espace probabilisé (2,2, P). On définit sa fonction de répartition
comme étant lapplication F qui envoie la suite (z1,...,x,) de nombres
réels sur le nombre P{X; < z1,...,X,, < z,}. Démontrer les propositions
suivantes :

(i) F est une fonction croissante et continue a droite en chacun de ses
arguments ri,...,Tn.

(ii) La limite lim F(zq,...,z,) est égale a 0 si I'une au moins des variables
x; tend vers —oo et elle est égale a 1 si toutes les variables x; tendent
vers +o0.

(iii) Si G(x1,...,2y) est une fonction réelle de n variables réelles et si h est
un nombre réel, ’accroissement de la fonction G, dii a ’accroissement
h donné a la variable x;, est défini par :

A?G(ml,...?xn) =G(x1,...,xi+hyo.. xn) —G(x1,... T, Ty).

Montrer que pour toute suite (hq,...,h,) de nombres réels positifs et
toute suite (z1,...,2,) de nombres réels, on a l'inégalité :

ASI) . AEL?F(Q;D ., xn) > 0.



CHAPITRE 6
PROBABILITES CONDITIONNELLES. INDEPENDANCE

Ce chapitre est consacré tout d’abord a I’étude des mesures de probabilité
conditionnelles, un évenement A étant donné. C’est le cas dit élémentaire
étudié dans tous les ouvrages d’initiation aux probabilités. On trouve éga-
lement dans ce chapitre une étude de l'indépendance, non seulement des
évenements, mais aussi des classes d’évenements. On y introduit aussi la
notion importante de suites de variables aléatoires mutuellement indépen-
dantes.

1. Probabilité conditionnelle. — Supposons que les faces paires d’un
dé a six faces soient colorées en blanc et les faces impaires en noir. On lance
ce dé; de loin on se rend compte qu'une face blanche est apparue; quelle
est la probabilité que I’on ait obtenu un six 7 Chacun de nous répondra 1/3,
et non pas 1/6. En effet, le fait d’avoir repéré la face blanche a modifié la
pondération des évenements. On ne peut plus prendre I’équirépartition P sur
I'ensemble Q = {1,2,...,6}; on se doit de donner a chaque nombre 2, 4, 6
la pondération 1/3 et a chaque nombre 1, 3, 5 la pondération 0. Pour rendre
compte de la nouvelle information A «il est apparu un nombre pair », il faut
introduire une nouvelle pondération. Notons-la P{ .| A}. Elle est définie par :

P{ﬁ}|A}::{]/37 sii=2,4,6;

0, autrement.
Puisque P(A) = 1/2, on a la relation :

. P({i}nA)
P Ay = W)
({}14) = =55
pour tout ¢ = 1,2,...,6. L’exemple de ce jeu de dé suggere de prendre la

définition ci-apres pour la probabilité conditionnelle.
Dans tout le chapitre, on suppose donné un espace probabilisé (2,2, P)

et les lettres A, B, C, ... (avec ou sans indice) désignent des événements (i.e.
des éléments de la tribu ).
THEOREME ET DEFINITION 1.1. — Soit A un événement de probabi-

lit¢ P(A) > 0. Alors la fonction d’ensembles P{ .| A}, définie pour tout
évenement B de A par

P(BNA)
P(4)

est une mesure de probabilité sur (2,21).

(1.1) P(B|A) =
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On l'appelle mesure de probabilité A-conditionnelle ou mesure de probabi-
lité conditionnelle, A étant donné.

P(QNA
Démonstration. — Tout d’abord, on a bien P(Q] A) = P20 4)

P(A)
D’autre part, si (B,,) désigne une suite d’événements disjoints deux a deux,
alors (AN B,,) est aussi une suite d’éveénements disjoints deux a deux. De la

P(ANY, B.) _ P(X,ANB,)

= 1.

PR Bl ) = =573 P(A)
_>.PANB,) PANB,)
=Ty Y B

Ainsi P(-| A) est bien une mesure de probabilité. []

Notons que la mesure de probabilité A-conditionnelle est portée par A; en
d’autres termes, on a les relations :

AB=0=P(B|A) =0 e BDA=P(B|A) =1

PRrROPOSITION 1.2 (Formule du double conditionnement). — Soient Ay
et Ay des évenements tels que la probabilité P(A; As) soit strictement positive.
Alors, pour tout évemement Az, on a la relation :

P(A, AsAz) = P(As | Ay A2)P(As | AP (A,).

Démonstration. — L’identité ci-dessus résulte immédiatement de la défi-
nition de la probabilité conditionnelle. On a, en effet, P(A;) > 0, puisque
A1 A5 est de probabilité strictement positive. D’ou

P(Ay Ay As) = P(As | A1 Ap)P(A; Ay) = P(As | Ay As)P(As | A))P(A1). ]

La formule précédente se généralise immédiatement au cas d’un nombre
d’évenements supérieur a deux : soient n > 2 et Ay, Ao, ..., A, une suite de
n événements tels que P(A1 Ay ... Ap—1) > 0; on a lidentité :

(1.2) P(A14s...A,)
= P(Ap | Ar . Ay )P(Ap_1 | A1 ... Ays) -+ P(As | A))P(A,).

2. Systémes complets d’événements. — On dit qu’une suite (A,)
d’évenements est un systéme complet, si
(i) i #j= A;A; =0 (les évenements A,, sont deux & deux incompatibles);
(i) P(3>_,, An) = >, P(A4,) =1 (presque siirement 'un des évenements A,

se réalise).

En particulier, toute partition dénombrable de €2 en éléments de 2 forme
un systeme complet. Dans la précédente définition, on impose seulement que
la probabilité de I’évenement contraire a ) A, soit nulle. Cet évenement
n’est pas nécessairement impossible.
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THEOREME 2.1 (Formule de Bayes). — Soit (A,) un systéme complet
d’événements, tous de probabilité non nulle. Alors, pour tout événement B,
on a :

P(B) =) P(B|A)P(4,);

st, de plus, P(B) > 0, on a, pour tout entier k, l’identité :

_ P(B|A)P(Ag)
PAB) = S~ rBTA,)P(A,)

Démonstration. — En posant ' = > A,, on a, pour tout évenement
B, les relations : BQY =" BA, et P(BQY¢) = 0. D'ou P(B) = P(BQ) +
P(BQ¢) =P()_, BA,) =>_,P(BA,) =), P(B|A,)P(A,). Enfin,

P(BAx)  P(B|Ak)P(Ax)

PAIB) =5 = S (B A,)P(A)

[

Ezemple (le probleme du tricheur). — Un joueur joue a pile ou face, il
parie sur pile et obtient pile. Quelle est la probabilité qu’il soit un tricheur ?
Peut-on répondre a une telle question ?

Notons 2 l’ensemble de toutes les épreuves et soient p, f, h, t, les
évenements «le résultat est pilen, «le résultat est facey, «le joueur est
honnéte », «le joueur est un tricheur », respectivement. Pour probabiliser I’en-
semble {p, f, h,t}, on peut d’abord convenir que 'on a P(p|h) = P(f|h) =
1/2. On peut également convenir que P(p|t) est égal a 1 (le tricheur obtient
pile a la demande) et donc P(f|t) = 0. On peut poser enfin P(t) = =
(0 <z <1). De la formule de Bayes, on déduit :

P(p[t)P(t) x 2

P(tlp) = P(p|PE) +P(p|WP(h) 2+ (1/2)1—2) z+1

On ne peut donc apporter une réponse numérique a ce probleme que si I’on
sait évaluer la proportion = de tricheurs dans la population. On obtient ainsi
une réponse plus ou moins réconfortante, suivant ’opinion que 'on a de
I’honnéteté de son prochain!

Ezemple. — Un individu est tiré au hasard d’une population o ’on trouve
une proportion de 10~* de gens atteints du sida. On lui fait passer le test de
détection de la maladie. Sachant que le test donne un résultat positif, quelle
est la probabilité pour qu’il ait effectivement le sida?

Considérons les évenements A; «l'individu est atteint du siday, puis As
«l’individu n’est pas atteint du siday, enfin B «le test de détection donne
un résultat positify. Les données du probleme fournissent P(A;) = 1074,
d’ou P(A43) = 0,9999. Or il faut encore connaitre P(B| A1) et P(B|As),
c’est-a~dire les probabilités d’avoir un résultat positif lors de 'application du
test si l'individu est atteint du sida, d’une part, et si I'individu ne 1’est pas,
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d’autre part. Ces probabilités peuvent étre fournies par des expérimentations
antérieures : prenons, par exemple, P(B|A;) = 0,99, P(B| A2) = 0,001 (les
tests ne sont pas infaillibles). On trouve alors :

104 x 0,99

P(A,|B) = ~ 0, 09.
(4] B) 104 x 0,99 + 0,9999 x 0,001

On est surpris de la petitesse de cette probabilité. Elle est due au grand
nombre d’erreurs de diagnostic provenant de la proportion énorme de gens
non atteints du sida dans la population (P(A43) >> P(A;)). Le dépistage
d’une maladie cotite cher.

3. Systémes de probabilités conditionnelles. — Dans beaucoup de
situations, I’expérience fournit un systéme de probabilités conditionnelles sur
des ensembles de suites d’épreuves et il s’agit de voir comment on peut en
déduire une probabilité sur I’ensemble de toutes ces suites. On donne ici un
résultat sur les suites finies. Au chap. 10, exercices 1-9, on étendra ce résultat
au cas des suites infinies.

Supposons donnés un entier n > 2 et un ensemble fini ou dénombrable S.
Formons I'ensemble (fondamental) 2 = S™ et pour tout entier i = 1,2,...,n
définissons la projection X; : 2 — S, comme étant la fonction qui a tout
élément w = (z1,Ts,...,x,) de Q fait correspondre sa 7™ coordonnée z;,
soit

Dans beaucoup de situations, la suite (z1,xs,...,x,) est la suite des valeurs
prises par un systeme aléatoire évoluant au cours du temps (ici discret).
La variable aléatoire X; est interprétée comme étant 1’état du systeme a
["instant i.

Dans le théoreme suivant, on suppose données une mesure de probabilité

p1 sur S et une suite de fonctions réelles positives gs, . .., ¢, respectivement
définies sur S2,...,S™ et satisfaisant, pour tout i = 2,...,n et toute suite
(21,...,2;_1) de S*~1, aux relations :
(31) Zqi(xl,...,mi,l,m)ZL
xeS
THEOREME 3.1. —  La mesure de probabilité p; sur S et la famille

(g:) satisfaisant aux relations (3.1) étant données, il existe une et une seule
mesure de probabilité P sur (Q,P(Q)) satisfaisant aux propriétés suivantes :
(i) P{X1 =21} = p1(21), pour tout x1 € S ;
(i) P{Xiy1 = 21 | X1 = 21,..., X5 = @i} = qp1(21,. .., T4, Tig1),
pour tout i = 1,...,n — 1 et tout (xq,...,2;,241) € ST tel que P{X; =
x1,...,X; =x;} > 0. On a alors, pour tout (x1,...,x,) € S™, lidentité :

(3.2) P{X1=x1,...,.Xp =z} = qn(x1,...,20) - qa(x1, x2)p1(271).
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Démonstration. — Vérifions d’abord que si une telle mesure P existe, elle
satisfait nécessairement la relation (3.2). Considérons, en effet, un élément
w = (r1,...,2,) de Q. Si pi(x1) = 0, alors P{X; = 21} = 0, ce qui

entraine P{X; = z1,...,X,, = x,} = 0. La relation (3.2) est donc vérifiée.
Maintenant, si p;(z1) > 0, notons x,,+1 un élément fixé de S et posons, par
commodité, g,11(x1,...,Tn, Tnr1) = 0. On peut alors désigner par i + 1 le

plus petit entier tel que 2 < i+1<n+1et ¢gyi(z1,...,zi41) = 0. On a
alors, successivement,

P{Xl = 1131,X2 = 1132} = P{Xz = X2 | X1 = Jil}P{Xl = .CCl}

= q2(x1,22)p1(21) > 0,

P{Xl le,...,XZ‘ le} ZP{)(Z =$1‘X1 =£L'1,...,Xi_1 Za}'i_l}
X P{Xl = :L‘l,...,Xi,1 = LL‘Z',l}

=qi(z1,...,2;)
x P{X1 = z1,...,Xi_1 = zi_1} > 0.

Par suite,
(3.3) P{Xi=2a1,....X; =z} =qi(z1,...,2;) - q@2(x1,22)p1(71).
Sii+1=mn+1, larelation (3.2) est vérifiée. Si i + 1 < n, on obtient :
P{X1=x1,..., X011 =241}

=P{Xij1=z1 | Xi=21,..., X; =2 }P{Xy =21,..., X; = 2;}

=qi+1(z1,...,xi01)P{X1 =21,..., X; =2;,} = 0.
D’ou

P{Xi=x1,..., X, =2,} =0.

La relation (3.2) est donc encore vérifiée.

Vérifions, enfin, que la relation (3.2) définit bien une mesure de probabilité
sur (2,B()) et que cette mesure satisfait les relations (i) et (ii). Remar-
quons, tout d’abord, que I’événement {X; = x1,...,X,, = z,} n’est autre
que le singleton {(z1,...,x,)} de ©, auquel on attache une pondération par
la formule (3.2). Soit i fixé tel que 1 < ¢ < n. En sommant les deux mem-
bres de la formule (3.2) successivement par rapport a x,, ... , ;11 et en
utilisant les propriétés (3.1), on obtient la formule (3.3). La relation (i) est
donc, en particulier, vérifiée. Maintenant, si P{X; = z1,..., X; = x;} > 0,
la formule (3.3) implique immédiatement la relation (ii), par définition méme
de la probabilité conditionnelle. []

4. Evénements indépendants. — Soient A et B deux événements,
tous deux de probabilité non nulle. En général, P(A| B) = P(AB)/P(B) est
différent de P(A). Si P(A| B) = P(A), on dit que A est indépendant de B.
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Il est immédiat de vérifier que si A est indépendant de B, alors B est
indépendant de A. On a donc recours plus volontiers a une expression qui
reflete cette symétrie et 'on dit que A et B sont mutuellement indépendants.
De fagon générale, on utilise la définition suivante.

Définition. — Deux évenements A et B sont dits indépendants (pour la
mesure de probabilité P), si I'on a :

P(AB) = P(A) P(B).

PROPOSITION 4.1. —  Soient A, B, C (avec ou sans indices) des
évenements.

(i) Si A et B sont indépendants, alors A et B¢ sont indépendants.

(ii) Si A et B sont indépendants, si A et C sont indépendants et si de
plus C D B, alors A et C'\ B sont indépendants.

(iii) Tout événement est indépendant de tout événement de probabilité
nulle ou de probabilité égale a 1.

(iv) Si (A,) est une suite d’événements deuxr & deux incompatibles et
si A est indépendant de A,, pour tout n, alors A est indépendant de l'union
disjointe ) As.

Démonstration. — Pour établir la propriété (i), on écrit simplement :
P(AB¢) = P(A\ AB) = P(A) — P(4AB) = P(A) — P(A)P(B) = P(4)(1 —
P(B)) = P(A)P(B¢). Pour la propriété (ii), on écrit : P(A(C'\ B)) = P(AC'\
AB) =P(AC) - P(AB) =P(A)P(C) —P(A)P(B) = P(A)(P(C) —P(B)) =
P(A)P(C \ B).

Pour établir (iii), considérons les évenements B et C, de probabilité
P(B) =0 et P(C) = 1. Pour tout événement A, I'inclusion AB C B entraine
0 < P(AB) < P(B) =0, dou 0 =P(AB) = P(A)P(B). Pour vérifier que
A est indépendant de C, on remarque d’abord que A et C° sont indépen-
dants, puisque C°¢ est de probabilité nulle. De la, A et C sont indépendants
d’apres (ii). La propriété (iv) ne fait qu’utiliser la propriété de o-additivité
des probabilités. On a, en effet, P(A) " A,) =P(>_, AA,) =), P(AA,) =
>, P(A)P(A,) = P(AP(S, An). [

Remarque. — Soit D4 la classe des évenements qui sont indépendants
d’un évenement donné A. On peut reformuler les propriétés ci-dessus en
disant que D4 est une classe d’évenements qui contient €2 et qui est stable par
passage au complémentaire, par différence propre et par réunion dénombrable
disjointe. Autrement dit, D4 est un systéme de Dynkin (cf. chap. 2, §3). On
peut montrer que D4 n’est en général pas stable par intersection, ce n’est en
général pas une algebre. (¢f. Remarque 1 ci-dessous.)

Autres remarques
(i) Dans la Proposition 4.1, la premiere propriété est une conséquence
de la deuxieme et de la troisieme (prendre C' = ).
(ii) Deux éveénements ne peuvent étre indépendants s’ils sont incompati-
bles, sauf si 'un d’eux a une probabilité nulle.
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(iii) Les seuls évenements qui sont indépendants d’eux-mémes sont les
évenements de probabilité 0 ou 1.

On prolonge la notion d’indépendance de deux évenements au cas des
suites d’évenements. A coté de l'indépendance de deux évenements de
la suite, pris deux a deux, on peut aussi définir la notion d’évéenements
mutuellement indépendants :

Définition. — Soit (A,,) une suite finie ou infinie d’événements. On dit
que les évenements Ay, Ao, ... sont mutuellement indépendants, si pour toute
suite finie A;,, Ai,, ..., A;, d’évenements distincts, on a :

P(A;, As, ... Ai) = P(A1)P(Ay,) -+ P(A;,).

ik
Notons que si la suite (A,,) est finie et se compose de m (m > 2) éveénements
distincts, le nombre de conditions imposées dans la définition est égal a :

(5)+ (5) () mn

Remarque 1. — L’exemple suivant montre que m évenements peuvent
étre indépendants deux a deux sans étre indépendants mutuellement (on
dit encore : dans leur ensemble). On lance deux dés et on désigne par A
I’évenement «le premier dé amene un nombre pair», par B l’évenement
«le second dé amene un nombre impairy, par C ’évenement «les deux dés
amenent des nombres de méme parité ».

OnaP(A)=P(B)=P(C)=1/2,puis P(AB) = P(BC) = P(CA) = 1/4,
mais P(ABC) = 0 # P(A)P(B)P(C). Cet exemple montre que A peut étre
indépendant de B et de C séparément, sans I’étre de I'intersection BN C.

Remarque 2. — Prenons maintenant un exemple tiré de l'arithmétique
montrant la différence entre indépendance mutuelle et indépendance deux
a deux : on considere une urne contenant N boules numérotées de 1 a N.
Une expérience consiste a tirer une boule au hasard et a noter son numéro.
L’espace probabilisé associé est le triplet (Q,B(2),P),ou Q@ ={1,..., N} et
ou P est ’équirépartition sur 2.

1) Pour chaque diviseur a de N on désigne par E, 1’évenement «la boule
tirée porte un numéro divisible par a»; on a immédiatement P(E,) = 1/a.
2) Soient a et b deux diviseurs de N ; on désigne par [a, b] leur p.p.c.m.;
c’est encore un diviseur de N. Il résulte alors de la relation E, N Ep = Ejq ),
que P(E, N Ep) = 1/]a,b].
On en déduit que les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
a) [a,b] = ab, i.e. a et b sont premiers entre eux;
b) P(E, N Ey) = P(E,)P(Ey), i.e., E, et E} sont indépendants.
3) Soient n un entier supérieur ou égal & 2 et aq, ... , a, des diviseurs
de N; on désigne par [aj,...,a,] leur p.p.c.m.; c’est encore un diviseur
de N. Il résulte alors de la relation Eq N --- N E,, = FE4, 4, que
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P(E,, N---NE, ) = 1/[a1,...,a,]. De méme, on en déduit que les deux
propriétés suivantes sont équivalentes :

a) [a1,...,an] = a1 - ay;

b) P(E,, N---NE,,)=P(E,)...P(E,,).
Or on sait que la propriété a) est réalisée, si et seulement si les nombres
sont premiers deux a deux. Pour toute partie J C {1,...,n} on a donc
P(( Ea;) = [[ P(E,,). La propriété b) équivaut en fait a I'indépendance

1 e J
de; événement]s Eq, ... , E,, dans leur ensemble.
4) Prenons N = 12, n = 3, a1 = 2, ay = 3, a3 = 4. On voit que Ey

et F3 sont indépendants, ainsi que FE3 et F4, mais EFy et E4 ne sont pas
indépendants. La relation d’indépendance n’est pas transitive.

5. Indépendance de classes d’évenements. — On prolonge la notion
d’indépendance aux classes d’évenements de la fagon suivante. Supposons
donnée une suite (finie ou infinie) (C,,) de classes d’éveénements.

Définition. — On dit que C; et Cy sont indépendantes, si quel que soit
Ay € Cy et As € Cy, les évenements A; et Ay sont indépendants.

De méme, la suite (C,,) est une suite de classes mutuellement indépen-
dantes, si pour toute sous-suite finie C;,, ..., C;, extraite de la suite (C,) et
pour toute suite d’évenements A4;, € C;,, ..., A;, €C;,, on a:

P(A;, ... A;) = P(A;,)...P(4;,).

La proposition suivante montre que pour vérifier que deux classes sont
indépendantes, il suffit de le vérifier sur des sous-classes suffisamment stables.
La notion de systeme de Dynkin joue alors un role essentiel.

PROPOSITION 5.1. —  Soient C1 et Co deux classes d’événements. On
suppose qu’elles sont indépendantes et stables par intersection finie. Alors
les tribus T(Cy) et T(Ca) engendrées par Cy et Cy sont indépendantes.

Démonstration. — Soit &1 la classe des évenements qui sont indépendants
de chaque évenement de C2. On a observé plus haut que la classe D4 de tous
les évenements qui sont indépendants d’un évenement A formait un systeme
de Dynkin. Comme &; n’est autre que l'intersection (D4 (A4 € C3), la classe
&1 est aussi un systeme de Dynkin. Comme elle contient Cq, elle contient
encore le systéeme de Dynkin engendré D(C;). De la, ©(C;y) et Co sont deux
classes indépendantes.

De la méme fagon, on démontre que la classe £ des évenements qui sont
indépendants de chaque événement de ©(C;) est aussi un systéme de Dynkin.
Elle contient Cy, donc aussi ©(Cs3). Par suite, ©(C1) et ©(Cs) sont indépen-
dants.

Enfin, comme les classes C; et C; sont stables par intersection finie,
les systemes de Dynkin engendrés par celles-ci sont identiques aux tribus
engendrées. D’out T(C1) = D(Cy) et T(C2) = D(Cz) sont indépendantes. |[]
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Comme une algebre est stable par intersection finie, la Proposition 5.1
admet le corollaire suivant que nous énongons sous forme de proposition, vu
son importance.

PROPOSITION 5.2. — Si 2y et ™A sont deux algébres d’événements, qui
sont indépendantes, alors les tribus engendrées T(2Ay) et T(Az) sont aussi
indépendantes.

6. Variables aléatoires indépendantes. — On a vu précédemment la
notion de tribu engendrée par une variable aléatoire. Si X est une variable
aléatoire a n dimensions, définie sur un espace probabilisé (2,2, P), la tribu
T(X) engendrée par X n’est autre que la tribu X ~!(B"). On peut donc
prolonger la notion d’indépendance au cas des variables aléatoires de la fagcon
suivante.

Définition. — Deux variables aléatoires (réelles ou a plusieurs dimensions)
X et Y, définies sur un espace probabilisé (2,2, P), sont dites indépendantes,
si les tribus T(X) et T(Y') sont indépendantes.

De fagon plus explicite, soient X et Y deux variables aléatoires, respecti-
vement a n et m dimensions, toutes deux définies sur un espace probabilisé
(2,2, P). Elles sont indépendantes, si pour tout A € B" et tout B € B™,
on a:

P{X € AY € B} =P{X € A}P{Y € B}.

Une des notions qui revient constamment dans la théorie des probabi-
lités est la notion de suite de variables (mutuellement) indépendantes. La
définition formelle en est la suivante :

Définition. — Soit (X,,) une suite de variables aléatoires définies sur un
espace probabilisé (£2,2(, P). On dit que cette suite est une suite de variables
aléatoires indépendantes (on dit encore wariables aléatoires mutuellement
indépendantes, pour éviter toute ambiguité), si la suite des tribus engendrées
(T(X,,)) est une suite de tribus mutuellement indépendantes.

La formulation utile de cette définition est la suivante : la suite (X,,)
est une suite de wvariables aléatoires indépendantes, si pour toute suite finie

extraite X;,, ..., X;, et toute suite finie By, ..., Bj, de boréliens, on a :

P{Xil € By,... ,Xik S Bk} = P{Xil c Bl} .. P{sz S Bk}.

La proposition suivante dit que pour vérifier que deux variables aléatoires
réelles X et Y sont indépendantes, il suffit de se restreindre a des sous-classes
d’ensembles, a savoir les demi-droites. Les probabilités P{X € A}, lorsque
A =] — 00, x|, sont alors égales & P{X < x}, c’est-a-dire a F(x), ou F est
la fonction de répartition de X. Il suffit alors de vérifier que la fonction de
répartition du couple est égale au produit des fonctions de répartition de X
et de Y.
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PROPOSITION 6.1. —  Soient n > 2 et Xy, ..., X, une suite de n
variables aléatoires réelles, définies sur un espace probabilisé (2,2, P). Alors
X1, ..., X, sont mutuellement indépendantes, si et seulement si la fonction
de répartition F du vecteur X = (Xi,...,X,) est égale au produit des
fonctions de répartitions ¥1 de X1, ..., F,, de X,,, c’est-a-dire si pour toute
suite (x1,...,x,) de R™, on a :

F(z1,...,2n) =F1(z1) ... Fp(a,).

Démonstration. — On donne la démonstration pour n = 2. Si X; et X
sont indépendantes, on a P{X; € By, Xs € By} = P{X; € Bo}P{Xs € By},
pour tout couple de boréliens By, Bs. En prenant B; =] — oo, x1] et
By =] — 00, 23], on obtient 1’équation
(61) F(:El, :Eg) = Fl({ljl)Fg(:I}g).

Réciproquement, soit C; la classe des évenements {X; < z;} (i = 1,2).
Cette classe est stable par intersection finie. I’équation (6.1) montre que C;
et Cy sont indépendantes. De la, leurs tribus engendrées sont indépendantes,
mais celles-ci ne sont sont autres que les tribus T(X7) et T(X3). Les variables
aléatoires X; et X5 sont donc indépendantes. []

La derniere proposition est fort utile lorsque 'on considére des transfor-
mations de variables aléatoires et que 1'on veut s’assurer que les variables
transformées sont toujours indépendantes.

PROPOSITION 6.2. — Soientn > 2 et X1, ..., X,, une suite de n variables
aléatoires & m dimensions, définies sur un espace probabilisé (2,2, P) et
supposées mutuellement indépendantes. Soient, d’autre part, f; : (R™,B™) —
(RP,BP) (i =1,...,n) des fonctions mesurables. Alors f1 0 Xy, ..., fno X,
sont des variables aléatoires a p dimensions, mutuellement indépendantes.

Démonstration. — En effet,
P{floXl c Bl,...,anXn c Bn}
=P{X; € f{1(B1),...,Xn € £, (B}

=P{X; € fi'(B1)}...P{X,, € f, '(Bn)}
—P{fio X1 €B}...P{fnoX, B} []
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COMPLEMENTS ET EXERCICES

1. — Soient A, B deux évenements. Montrer que si A et B sont
indépendants, alors les tribus engendrées T(A) et T(B) sont indépendantes.

2. a) Si C; et Cy sont deux classes indépendantes d’événements, alors les
classes monotones engendrées MM(Cy) et M(Cz) sont indépendantes.
b) Si ; et Ao sont deux algebres d’évenements, qui sont indépendantes,
alors les tribus engendrées T(2;) et T(2Asz) sont aussi indépendantes.

3. — On lance un dé parfait et ’on consideére les deux évenements :
A «le point amené est divisible par 2 ;
B «le point amené est divisible par 3.
Montrer que les évenements A et B sont indépendants.

4. a) Montrer que si A et B sont deux évenements indépendants tels que

A entraine B, alors on a : ou P(B) =1, ou P(A) = 0.

b) Montrer que si A est indépendant de lui-méme, alors P(A) =0 ou 1.

c) Montrer que si P(A) = 0 ou 1, alors A est indépendant de tout
évenement.

d) (J.-P. Dion) La relation d’indépendance n’est pas transitive : il suffit
de prendre deux évenements A, B indépendants avec 0 < P(A) < 1. Alors
A est indépendant de B et B de A, mais A n’est pas indépendant de A.

5. — Supposons A indépendant de BNC' et de BUC, puis B indépendant
de CN A et enfin C indépendant de AN B. Supposons, en outre, P(A), P(B),
P(C) strictement positifs. Alors A, B, C' sont mutuellement indépendants.

6. — Montrer que le cas suivant peut se présenter : A est indépendant de
BNC et de BUC, mais ni de B, ni de C.

7. — Soient A, B, C trois évenements tels que A et B sont indépendants
conditionnellement a C' et a C° et que A et C sont indépendants. Montrer
que A et B sont alors indépendants.

On montre, de méme : soit (X,Y, Z) un triplet de variables aléatoires, tel
que X et Y sont indépendants conditionnellement a Z et que X et Z sont
indépendants. Alors X et Y sont indépendants.

8. — Dans les deux exemples suivants, il convient, avant de calculer les
probabilités conditionnelles demandées, de construire un triplet décrivant
I’expérience.
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a) Un pere de famille déclare avoir deux enfants. Calculer la probabilité
pour que les deux soient des garcons, sachant que
a) I'un au moins est un gargon; ) l’ainé est un garcon.
b) On choisit au hasard un enfant dans une famille de deux enfants.
Sachant que I’enfant choisi est un garcon, quelle est la probabilité pour que
les deux enfants de la famille soient des garcons?

9. — Trouver une condition nécessaire et suffisante pour qu’une variable
aléatoire X soit indépendante d’elle-méme.

10. — Soient X;, Xo deux variables aléatoires indépendantes ayant la
loi de probabilité commune %(5_1 +¢e41) . Est-ce que les trois variables Xy,
Xo, X3 = X7 X5 sont mutuellement indépendantes ou indépendantes deux a
deux?

11. — Soit (X1,...,X,) un systeme de n variables aléatoires mutuelle-
ment indépendantes dont les fonctions de répartition sont respectivement F1,
..., Fp. Déterminer les fonctions de répartition de Y = max(Xy,...,X,,) et
de Z = min(Xy,..., X,).

12. — On désigne par P.(k) (r > 1) la probabilité pour qu’un central
téléphonique recoive k appels en r minutes. On suppose que le nombre
d’appels recus dans deux intervalles de temps disjoints sont deux variables
aléatoires indépendantes.

a) Calculer en fonction de Py(k) (kK > 0) la probabilité pour que le
central recoive s appels en deux minutes.

b) Si Py(k) = e_a% (a > 0; k €N), calculer P,.(k) pour tout r > 1.

13. Tirages avec et sans remise. — Une urne contient r + s boules dont r
blanches et s noires (r, s > 1). On procede a n tirages successifs (n > 1), étant
entendu qu’apres chaque tirage on remet (resp. on ne remet pas) la boule
tirée dans I'urne. On désigne par Ay (k= 1,...,n) I’événement «on amene
une boule blanche au k¢ tirage» et I'on introduit les variables aléatoires :
Xk =14, (k=1,...,n)et S, = X1+---+X,, (nombre de blanches amenées
au cours des n tirages).

Tirage avec remise ; modele binomial. — On prend pour €2 'ensemble des
éléments w = A7* N ---NAS , o A°=A, sie=1et A= A% sie=0,et
pour mesure de probabilité P sur €2 celle définie par :

P({w}) =P(AT)...P(A7),  ouP(A1) =--- = P(4,) = p.
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Alors
a) Les variables aléatoires X;, ..., X, sont mutuellement indépen-
dantes, identiquement distribuées, la loi de probabilité de X, étant :

P{Xy=1}=p, P{Xp=0}=1-np, kE=1,...,n.
b) La loi de probabilité de S,, est donnée par :

P{S, =i} = (ﬁ)pi(l —p)""  0<i<n.
i
La variable aléatoire .S,, suit une loi binomiale, d’ou le nom du modele.

Tirage sans remise ; modele hypergéométrique. — Dans ce cas, le procédé
est exhaustif, I'urne est vide apres le (r + s)¢ tirage, et 1 < n < r + s.
Etudions le (r + s)-uple (Xq,...,X,45). A cet effet, nous prenons pour {2
I’ensemble des éléments w = AT* N---N A7 olt (€1,...,&45) est une suite
contenant exactement r chiffres 1 et s chiffres 0. Les boules blanches étant
indiscernables (de méme que les noires), on a card Q) = (Tjs). Nous prenons
ensuite pour P I'équirépartition sur €2. Alors

a) Les variables aléatoires X7, ..., X,is ne sont pas mutuellement
indépendantes (on a, par exemple, X1 + -+ + X, = r), mais elles sont
identiquement distribuées, la loi de probabilité de X} étant donnée par :

r
r+ s

b) Soit 1 < n < r+ s. La loi de probabilité de S,, = X1 +--- + X, est

donnée par
(1) G2

RS =ik ={ T

0, sinon.

P{X, =1} =

=p, P{Xip=0}=1-p, kE=1,...,r+s.

si max(0,n — s) < i < min(n,r);

La variable aléatoire S,, suit une loi hypergéométrique, d’ot1 le nom du modele.

14. — Reprendre 'exercice 13, avec les mémes notations. Calculer 'ex-
pression P{X;, = 1|5, =i}, k < n, dans le cas du tirage avec remise, puis
sans remise.

15. Généralisation de ’exercice 13 (modéle multinomial). — On suppose
que 'urne contient r; boules de couleur C1, ..., ri boules de couleur Cf, les
couleurs (', ..., C} étant distinctes, et 'on fait la méme expérience que dans
I'exercice 13 (n extractions suivies de n remises). On pose : r1+---+7r, = m,
pi =ri/m (1 <i < k). On désigne par A;; 'évenement «on amene une boule
de couleur C; au j€¢ tirage» (1 <i <k, 1 < j < n). Enfin, on introduit les
variables aléatoires :

Xij=1Ia,; (A<i<k 1<j<n); Xi:ZXij (1<i<k).
j=1



66 CHAPITRE 6 : PROBABILITES CONDITIONNELLES. INDEPENDANCE

La variable aléatoire X; représente le nombre de boules de couleur C; tirées
au cours de n tirages. Montrer que ’on peut construire un triplet (€2, B(2), P)
tel que :

a) Les variables aléatoires X;, 1, ..., X, , sont mutuellement indépen-
dantes pour toute suite (i1,...,4,) € {1,...,k}". En outre

P{X;j=1}=pi (1<i<k, 1<j<n).

b) La loi de probabilité du vecteur aléatoire a k dimensions X =
(X1,..., X)) est donnée par :

n
P{Xi=n1,...,. X =n,} = " pk.
{X, 1 k K} (m,---,nk)pl Pk
C’est la loi multinomiale.

16. — Trois personnes A, B, C' sont placées «au hasard» sur une ligne
droite. On considere les deux évenements :
E «B est a la droite de Ay ;
F «C est a la droite de A».
Les évenements E et F' sont-ils indépendants, si I’on prend 1’équirépartition
sur I’ensemble fondamental ?

17. — Soit ) 'ensemble des huit issues résultant de trois jets consécutifs
d’une piece de monnaie. On considere les deux évenements :
A «la premiere piece amene pile » ;
B «pile est amené au moins deux fois ».
a) Les évenements A et B sont-ils indépendants, si 'on munit 2 de
I’équirépartition ?
b) Existe-t-il une mesure de probabilité P sur 2 telle que A et B soient
P-indépendants ?

18 (E. Kosmanek). — Soient (2,2, P) un espace probabilisé et A, B deux
évenements de 2. Alors [P(AN B) — P(4)P(B)| < 1.

On peut donner plusieurs démonstrations de cette inégalité qui découlent
en fait de l'inégalité de Schwarz. Une démonstration directe consiste a
considérer les «atomes)y AN B, AN B¢, AN B, A°N B°. En notant «, 3, 7,
0, leurs probabilités respectives, on a la relation o + 3+ v + 0 = 1. Posant
e(A, B) = P(ANB)—P(A)P(B), on en déduit : e(4, B) = a—(a+0)(a+7) =
al—a—-0—7v)=0y=ad —[Fy,doue(A,B) <ad < i (puisque «a, 0 > 0,
a+d<1)ete(dA, B)>—py> —% (puisque 8,7 >0, 5+ v < 1).

On remarque que l'identité ad — By = 0 fournit une condition nécessaire
et suffisante pour que les évenements A et B soient indépendants.

19. — On dispose d’un dé parfait. Imaginer une expérience comportant
douze évenements disjoints équiprobables.



CHAPITRE 7
VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES. LOIS USUELLES

Le but de ce chapitre est de passer en revue les principales lois de
probabilité discretes, loi binomiale, loi hypergéométrique, loi géométrique,
loi de Poisson, et de donner le champ d’application de ces lois. Les problemes
des «boites d’allumettes de Banach », de la « poissonisation » et du « paradoxe
de l'inspection » sont traités dans les exercices 3, 8 et 9.

1. Variables aléatoires discretes. — La notion de mesure de proba-
bilité discrete a été introduite au chap. 4, §1. Par ailleurs, on a noté au
chap. 5, §4, Remarque 1, que si P est une mesure de probabilité sur l’es-
pace (R™,B™), par exemple discréte, on peut toujours trouver une variable
aléatoire qui admette P comme loi de probabilité. Il est donc naturel d’in-
troduire la définition suivante.

Définition. — Une variable aléatoire X, a valeurs dans R", est dite
discrete, si la loi de probabilité Px est une mesure de probabilité discrete
sur (R™, B™).

Soit Px = Zk opEg, la loi de probabilité d'une telle variable aléatoire.
Comme la tribu borélienne B™ contient tous les ensembles réduits a un seul
élément {z} (z € R™), on peut écrire :

ap, Six=xp;
1.1 P T} = )
(1.1) X{{ }} {0, six & {xy,x9,...}.
En particulier, si une telle variable aléatoire X est définie sur l’espace
probabilisé (Q2, 2, P), on peut écrire, pour tout x € R™,

Px{{z}} =P{X € {z}} = P{X =z},
qui se lit « probabilité que X soit égal a x». En récrivant les formules (1.1),
on obtient ainsi :
P{X =} = ap et P{X=2z2}=0six¢&{x1,22,...}.

De méme, pour tout B € B", on a P{X € B} = Y P{X = z;}, ou la
sommation est étendue a tous les xy pour lesquels zy € B.

Si g est un élément de R™ et si la loi de probabilité de la variable aléatoire
X est singulicre et égale a €5, on a :

P{X =z} =1 et P{X =z} =0si x # xo.

On dit alors que X est P-presque sirement constante (égale a x(). Récipro-
quement, la loi de probabilité d’une fonction constante est singuliere.
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De méme si X : (2,2, P) — (RP, BP) est une variable aléatoire telle que
X () est au plus dénombrable, alors X est une variable aléatoire discrete. En
particulier, lorsque p = 1 et que X () est fini, on peut écrire

X =) apla,,
k=1

ot X(Q) = {x1,22,...,2n} et A = X '{zp}) = {X =2} (1 <k < n).
Les ensembles Ay (1 < k < n) appartiennent a 2 et sont disjoints deux
a deux. Une telle variable aléatoire est dite simple ou étagée. Sa loi de
probabilité Px est donnée par :

n
PX = Z P(Ak)gmk
k=1
Une variable aléatoire simple est discrete, elle ne peut prendre qu'un nombre
fini de valeurs (les z). En revanche, chacune de ces valeurs peut étre prise
en une infinité non dénombrable de points w € €). En effet, des ensembles Ay
peuvent admettre la puissance du continu.

Dans les paragraphes suivants, nous passons en revue quelques mesures
de probabilité discretes rencontrées dans les applications. Pour des raisons
de commodité, elles sont définies sur 'espace (R, B').

2. La loi binomiale. — Soit p un nombre réel tel que 0 < p <1 et n un
nombre entier positif. La mesure de probabilité B(n,p) définie sur (R, B')

par
"\ /n
B(n — k_n—k
(n,p) = (k)p ¢" e,
k=0
ou ¢ = 1 —p, est appelée loi binomiale de parametres (n,p). La loi B(1,p) =
qeo + pe1 est appelée loi de Bernoulli de parametre p.

Définition. — Une variable aléatoire réelle X ayant une loi de probabilité
binomiale B(n,p) est dite binomiale de parametres (n,p).

Par exemple, dans le tirage avec remise, si la proportion de boules blanches
dans I'urne est égale a p et si le nombre de tirages est égal a n, alors la variable
aléatoire X «nombre de boules blanches tirées» est une variable aléatoire
binomiale de parametres (n,p). De méme, si A est un événement d’un espace
probabilisé (£2, 2, P), la variable aléatoire I4 est une variable de Bernoulli de
parametre p = P(A).

3. La loi hypergéométrique. — Soient n, N, M trois entiers positifs
tels que n < N, M < N. La mesure de probabilité H(n, N, M) définie par
n, IV, - (N) ks
k n
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ou max{0,n— (N —M)} < k < min{n, M}, est appelée loi hypergéométrique.

Le fait que
MY (N—M
3 () Gise)
N
k (n)
se déduit directement de lidentité (1 + 2)™(1 + 2)V=M = (1 + 2)V, en
calculant le coefficient de z™ dans les deux membres. On appelle de méme
variable aléatoire hypergéométrique une variable aléatoire dont la loi de
probabilité est hypergéométrique.

=1

3.1. Ezemple (le tirage sans remise). — Une urne contient M boules
blanches et N — M boules noires (M < N). On tire, sans les remettre dans
I'urne, n boules successivement (n < N). Le nombre X de boules blanches
amenées parmi ces n boules est une variable aléatoire hypergéométrique de
parametres (n, N, M). On a par exemple, pour max{0,n — (N — M)} <k <
min{n, M} la probabilité :

N

()

Il est bon de noter, bien que cela ne soit pas apparent, que cette expression
est symétrique en M et n.

P{X =k} =

Remarque. — Lorsque, n et k restant fixés (0 < k < n), on fait tendre M
et N —M vers 'infini de telle sorte que M /N — p €]0, 1], un calcul de routine

montre que o
() i) ((]f)-k) - (Pt

On dit que, dans les conditions indiquées, la loi hypergéométrique H (n, N, M)
converge vers la loi binomiale B(n,p) (cf. chap. 16, §6).

3.2. Application : comment compter les poissons dans un étang. — Un
étang contient un nombre inconnu N > 1 de poissons. Pour déterminer N on
effectue une premiere péche qui amene r > 1 poissons que ’on marque, puis
que l'on relache. On effectue ensuite une deuxieme péche qui amene n > 1
poissons, parmi lesquels on trouve k£ > 0 poissons marqués. On se propose
d’estimer N a partir de k.

a) La probabilité pour que, I’étang contenant N poissons, la deuxieéme
péche ait amené k > 0 poissons marqués est

N —
() G oe)
()
n
(N est inconnu; r, n, k sont connus, ce sont des observations.)
b) On a péché en tout r + (n — k) poissons différents. Par conséquent,
N > r+ (n—k) : cest tout ce qu'on peut affirmer avec certitude. Il est

parfaitement possible que I’étang ne contienne que r + (n — k) poissons, mais
cet évenement est hautement improbable.

(3.2.1) p(k,N) =
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c) Pour estimer N on applique le principe du maximum de vraisem-
blance, c’est-a-dire, les nombres 7, n, k étant fixés, on essaie de détermi-
ner N de telle sorte que l'expression (3.2.1) soit maximale. La valeur N
(si elle existe) qui réalise ce maximum est appelée ’estimation de N par le
maximum de vraisemblance. R

d) Montrons que si k > 1, il existe une valeur N et une seule qui
maximise (3.2.1) et cette valeur est I'entier le plus proche de nr/k.

En effet, formons le rapport

pe,N) _ Go) () (N=n)(V —n)
p(k,N—1) ("1 (M) (N—r—n+k)N’

Ce rapport est supérieur a 1 ou inférieur a 1, selon que Nk < nr ou Nk > nr.
Ceci montre que lorsque N croit, la suite de terme général p(k, N) commence
par croitre, puis elle décroit et atteint son maximum lorsque N est égal a
Ientier le plus proche de nr/k.

Supposons r = n = k; alors N = r. En d’autres termes, si la deuxieme
péche amene exactement autant de poisssons que la premiere et si ces poissons
sont tous marqués, alors I'estimation par le maximum de vraisemblance du
nombre de poissons de 1’étang est égal au nombre minimum de poissons. []

Application numérigue. — Prenons » = n = 1000, £ = 100. Le nombre
minimum des poissons dans l’étang est r + (n — k) = 1.900. L’estimation
. . ~ 1000 x 1000
de N par le maximum de vraisemblance est N = — 100 10.000.

e) Cas ot k =0 : On a vu que 'estimation de N par le maximum de
vraisemblance est possible lorsque £ > 1. Dans le cas k = 0, c’est-a-dire, le
cas ot, lors de la deuxieme péche, on n’a amené aucun poisson marqué sur les
n poissons péchés, on peut inférer que le nombre N de poissons dans ’étang
est tres grand. Le calcul conforte cette intuition. En effet,

pON)  (N-n-w)
p(0,N —1) (N—r—n)N '

La suite de terme général p(0, N') est strictement croissante; il n’existe donc
pas de valeur de N qui maximise p(0, N); mais on constate que p(0, N) est
d’autant plus grand que N est grand.

3.3. Lot hypergéométrique et décisions judiciaires. — Supposons que parmi
500 magistrats, conseillers a la Cour d’Appel, il y en ait » = 200 qui déclarent
avoir des affinités avec les partis de gauche (appelons-les les magistrats «de
gauche») et s = 300 qui pensent pencher politiquement vers les partis de
droite (appelons-les les magistrats «de droite»). On choisit «au hasard»
n = 2p + 1 magistrats parmi ces 500 magistrats pour former un tribunal.
Quelle est la probabilité pour que ce tribunal ait une majorité de droite ?
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Notons tout d’abord que la proportion de magistrats de droite dans
I’ensemble de tous les magistrats est de 300/500 = 60 %. On doit avoir,
ensuite, 1 < 2p 41 < 500, soit 0 < p < 249. Désignons par So,+1 le nombre
de magistrats de gauche figurant dans le tribunal. La probabilité cherchée
est P2p+1 = P{Sgp+1 < p} SOit

(200)(, 300 )
Popi1 = ZP{Ssz k} = Z 520po+)1 £,
k=0 2p+1

(On pose (Z) =0, si les entiers n, k ne verlﬁent pas 0 < k <n.)
1.0
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Courbe représentative de la probabilité Py, en fonction de p.

D 0 1 2 3 4 5) 8 12 28 (249
P,4110,6]0,648]0,683|0,711]0,735|0,756|0,805|0,852|0,948| 1

Fig. 1

L’étude des premieres valeurs de Py, montre que I'application p — Popyq
(cf. Fig. 1) croit tres rapidement vers 1. Autrement dit, des que leffectif du
tribunal augmente, il est quasiment certain que tribunal aura une majorité a
droite. On ne peut donc jamais dans la composition d’un tribunal respecter
I’équilibre politique de I’ensemble des magistrats !

4. La loi géométrique. — Soit p un nombre réel compris entre 0 et 1
et ¢ = 1 — p. La mesure de probabilité P définie sur (R, B!) par

P = qu ey

est appelée loi géométrique de pammetre P, on la notera G(p). On définit

bien la une mesure de probabilité, puisque Z pg* ' = (p/(1—¢)) =1.0n
introduit souvent la fonction de survie k=1

r(n) =P{X >n}= > pd* ' =q"

k>n+1
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On appelle quelquefois loi géométrique de parametre p la loi définie par

oo
P = quk&?k.
k=0

Il conviendra dans chaque cas de s’assurer de quelle loi géométrique il s’agit.

Ezemple. — Un joueur procede a une suite de parties indépendantes de
«pilen ou «facen et décide de s’arréter de jouer des que, pour la premiere
fois, il aura amené «piley. On s’intéresse au nombre X de parties qu’il lui
faudra jouer pour réaliser son objectif. Pour définir X, on commence par
introduire ’ensemble €2 de toutes suites infinies d’issues possibles : ainsi un
élément w € € est une suite (d1,02,...) de 0 et de 1, en convenant du fait
que le terme général &, vaut 0 ou 1, suivant qu’a la k'°™° partie «face» ou
«piley» apparait.

Si I’on veut faire apparaitre X comme une variable aléatoire définie sur (2,
’évenement {X = k} «le joueur s’arréte de jouer a la k'™ partiey doit étre
probabilisable pour tout k fini. Il en est de méme de ’événement {X = oo}
«le joueur joue indéfiniment » ! Pour tout £ = 1,2,..., notons A, I'’ensemble
des suites w = (41,02, ...) telles que dy = 1. Avec la convention prise, Ay est
’évenement « “pile” apparait a la k'®™° partiey. Par conséquent, pour tout
k fini, on a {X =k} = A{... A7 | Aj; de plus, {X = oo} = limy AT... Af.
Ainsi X est une variable aléatoire définie sur (€2,2), si on prend pour 2 la
tribu engendrée par les Ay.

Enfin, pour rendre compte de I'indépendance des parties et du fait que la
probabilité d’amener «pile» en un coup est p (0 < p < 1), il faut prouver qu’il
existe une mesure de probabilité P sur (2,2l) telle que pour toute suite finie
(i1,42,...,i) d’entiers distincts, on ait P(A; A;, ... A;. ) = p*. Ce résultat
sera établi au cours des Exercices 1-7 du chap. 10.

L’espace probabilisé (2,2, P) étant ainsi construit, on voit alors que X

est définie sur cet espace et prend ses valeurs dans (R, Bl), en désignant par
R la droite achevée et par B' la tribu engendrée par B U{+oo}U{—cc}. On
peut alors calculer la loi de probabilité de X, soit, en posant ¢ =1 — p,

P{X =1} =P(A;) = p;

P{X =k} =P(A]... A{_,Ap) = ¢"p, pour k > 2;

P{X = oo} = P(limy, AS ... A}) = limy, P(AS ... AS) = limy ¢" = 0.

Si I'on néglige la valeur +oo, on voit que X suit la loi géométrique de
parametre p.

5. La loi de Poisson. — Soit A un nombre réel strictement positif. La
mesure de probabilité 7y définie sur (R, B!) par

oo

oL

(5.1) T :Ze Hek,
k=0
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est appelée loi de Poisson de paramétre A. (On la note souvent aussi P(\).)
Une variable aléatoire suivant la loi 7 est dite de Poisson de parameétre \.

LEMME 5.1. — Pour tout entier k > 1 fizé, on a :

k n—k
. n\ [\ A AR
() () (3) =

Le calcul de cette limite est banal et n’est pas reproduit ici. Le lemme
dit essentiellement que si B(n,p) est une loi binomiale telle que les deux
parametres n et p sont liés par la relation np = A > 0, alors pour n grand
la probabilité (Z)pkq”_k (pour qu’une variable binomiale de parametres
(n,p) prenne la valeur k) est approximativement égal & e *\*/k!, qui est
la probabilité pour qu’une variable de Poisson de parameétre A prenne la
valeur k. On dit encore que la loi de Poisson est la loi des évenements «rares .

Remarque. — D’un point de vue pratique, on est conduit a introduire la
loi de Poisson dans les problemes du type suivant. Supposons que 'on fasse
des prélevements de n unités dans une population ne comportant que deux
sortes d’individus A et B en proportion p et ¢ (p + ¢ = 1). Si n est grand
et p voisin de 0 de sorte que np soit, disons, compris entre 1 et 10, on peut
admettre que le nombre d’individus de ’espece A dans un prélevement est
approximativement une variable aléatoire de Poisson de parametre A = np.

Soit X le nombre d’individus prélevés de type A. La variable aléatoire
X est théoriquement une variable binomiale de parametres (n,p). Avec
I’approximation de la loi de Poisson, la probabilité pour que X prenne la
valeur k£ n’est pas nulle, méme pour k£ > n, mais dans ce dernier cas, elle est
tres faible si les conditions précédentes sont bien réalisées.

Remarque. — On peut trouver une majoration de I'erreur que ’on fait en

approximant la loi binomiale par la loi de Poisson, c¢’est-a-dire une majoration
et une minoration pour (7) A/n)f (1= /) " /(e (AF/RY).

Ezemple. — Dans une solution liquide contenant des particules en suspen-
sion, disons des bactéries A; et d’autres particules As, le nombre de bactéries
est faible devant le nombre total des particules. D’autre part, méme dans un
volume réduit de solution, le nombre de particules est grand. Pour déterminer
la loi de probabilité de la variable X «nombre de bactéries dans un volume
élémentaire fixé », il faut, méme en utilisant la loi de Poisson, connaitre la
proportion p de bactéries dans la solution. Pour estimer celle-ci, selon les
canons de la statistique, on préleve une goutte de liquide et on l'étale sur
un hématimetre. Celui-ci a un grand nombre de cases (de 'ordre de quatre
cents). Si la solution est homogene, le nombre X; de bactéries dans la i¢ case
(1 = 1,2,...,400) est une variable aléatoire de Poisson de parametre A. Si
on réalise une épreuve w, c’est-a-dire une telle expérimentation, on obtiendra
400 observations X;(w), Xo(w), ..., X400(w) indépendantes (homogénéité du
liquide). Le paramétre p est alors estimé par 3500 X;(w)/400.

1=
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Tables. — On a construit autrefois des tables numériques (volumineuses)
des lois binomiales et de Poisson. Au siecle de I'ordinateur, ces tables ont
beaucoup moins d’utilité. Pour la loi binomiale, il fallait prévoir des tables a
trois entrées (n,p,r). On y trouvait la valeur de :

PX = 3 (Z)pka—p)”—k.

k=r+1

Pour la loi de Poisson, les tables étaient a deux entrées (A, ¢). On y trouvait

lavaleurde: P{Y >c} = > e *\*/k!Sil’on utilise des tables numériques
k=c+1
de fonctions eulériennes I" (gamma) et B (béta), il est bon de noter les

relations

Nt B(r+1,n—r)
ol, pour a« >0, 3 >0et 0 <z <1, on pose
Bla, B,x) = / 1= 0PV dt, B(awB1) = Bla, ) =
0

et les relations

I'(a)l(B)
T(a+p)’

i e—xﬁ C D(r+1,))

' T
W5 k! L(r+1)

ol, pour x > 0 et z > 0, on pose

T +oo
[(z,2) = / t*"te7tdt, T(z)=T(z,+00)= / t*~le~t dt.
0 0

Les relations ci-dessus s’obtiennent par de simples intégrations par parties.

COMPLEMENTS ET EXERCICES

1. La loi binomiale négative dite de Pascal. — Considérons une suite de
répétitions indépendantes d’une alternative a deux résultats possibles : A avec
probabilité p et B avec probabilité ¢ = 1 — p. Désignons par A I’évenement
«la k€ répétition amene A» et introduisons les variables aléatoires :

Xk:IAk (kZl), S, =Xi+--+X, (7121)



COMPLEMENTS ET EXERCICES 75

On prend pour {2 I'ensemble des suites w dont les termes appartiennent a
{A, B} et pour P I'(unique) mesure de probabilité sur 2 telle que

P{Xp=1}=p (k=1)

et qui rend les variables X7, X5, ... indépendantes.
On s’intéresse au nombre minimum 7, de répétitions qu’il faut effectuer
pour amener r fois A (r > 1). Autrement dit,

T, =inf{n: S, =r}.

On voit que le support de T, est {r,7+1,... }. Cherchons sa loi de probabilité.
Pour tout n > r on a {T,, =n} ={S,-1 =r—1, X,, = 1}, d’ou, en vertu de
I'indépendance de S,,_1 et de X, :

-1
P{T’,’ = n} = P{S’n—l =7r— I}P{Xn — ]_} — (7:_ 1>p7’—1qn—'rp.

En faisant le changement d’indices n =r + k (k > 0), il vient :

r+k—1\ ,
)p & (k>0).

P{Tr=r+k}:( re1

Remarque 1. — Comme (r’i;l

de l'identité binomiale la relation

S P{T,=r+k}=>_ %ﬂqk =p'(1-q) " =1,

k>0 k>0

) = (r)x/k!, on a immédiatement en vertu

de sorte que P{T,. < +o00} = 1. On peut encore écrire :
—r
Pz, =+ = () -a

Cette derniere forme de la probabilité a fait donner a la loi de 7. le nom de
loi binomiale négative.

Remarque 2. — Pour r = 1 on retrouve la loi géométrique Y pgF~ley.
k>1
Remarque 3. — La variable aléatoire T, (r > 1) que nous venons de définir
a pour support {r,r +1,...}. La translatée X, = T,. — r aura pour support

{0,1,...}; elle peut étre interprétée comme le nombre d’échecs précédant la
e apparition de A; sa loi est donnée par P{X, = k} = P{T}, = r + k}
(k > 0). Pour r = 1 on retrouve la loi géométrique > pq” ey
k>0

2. — Une machine-outil produit a la chaine des objets manufacturés et
I’on sait qu’en période de marche normale la probabilité pour qu’un objet soit
défectueux (resp. non défectueux) est p (resp. ¢ = 1 — p). On se propose de
vérifier la machine. A cet effet, on a besoin de la variable aléatoire T,. « nombre
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minimum de prélevements successifs qu’il faut effectuer pour amener r objets
défectueux ». Calculer la loi de T,.

3. Le probleme des boites d’allumettes de Banach. — Un fumeur a dans
chacune de ses poches droite et gauche une boite d’allumettes (de contenance
N chacune). Lorsqu’il désire une allumette, il choisit au hasard une de ses
poches (chacune avec probabilité %) On considere le moment ou, pour la
premieére fois, le fumeur s’apercoit que I'une des boites est vide. A ce moment,
I’autre boite peut contenir un nombre quelconque d’allumettes. On désigne
par u, la probabilité pour qu’elle en contienne r.

a) Calculer u, (r=20,1,...,N).

b) Calculer la probabilité v, pour qu’au moment ou la premiere boite
est vidée de sa derniere allumette (mais non encore reconnue vide) l'autre
boite contienne exactement r allumettes.

c) Calculer la probabilité v pour que la premiere boite vidée ne soit pas
la premiere boite reconnue vide.

d) Etablir, pour tout entier m > 0 et tout réel a, I'identité :

i a—k _(a+1 _(a—n

N-1) \UN N )
k=0

e) Déduire de c) et d) que v = (3))2- N+,

4. — On pose b(k;n,p) = (Z)pkq”_k 0<k<n 0<p<l,q=
1 — p). Montrer que lapplication k — b(k;n,p) est d’abord croissante, puis
décroissante et qu’elle atteint sa valeur maximum pour k& = m, ou m est
I’(unique) entier vérifiant : (n+1)p—1<m < (n+1)p. Sim = (n+1)p, la
valeur maximum est atteinte pour k =m et k =m — 1.

)\k
5. — Déterminer le maximum de la suite p(k, \) = e_’\ﬁ pour k > 0 et

A>0.

6. — On choisit 500 personnes «au hasard . Quelle est la probabilité de
I’évenement « trois personnes exactement, parmi les 500, ont leur anniversaire
le 1°" marsy ?

7. (Caractérisation d’une loi de Poisson). — Soit X une variable aléatoire
a valeurs dans N, telle que pour tout n dans N on ait p, = P{X =n} > 0.
Montrer que pour tout A > 0, les deux propriétés sont équivalentes :
a) X suit la loi de Poisson de parameétre \;

A
b) Pour tout n > 1 on a Pn_ _ —.
Pn—1 n

8. — Soit X une variable aléatoire de loi géométrique > pgt ey

(0 < p < 1). Calculer E[1/X]. k>1
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9 (Poissonisation ; la solution proposée requiert des techniques de fonctions
génératrices développées au chap. 9). — Considérons une suite de parties
indépendantes de «pile» ou «faceyn. La probabilité d’apparition de «pile»
en une partie est p; on pose ¢ = 1 — p. Désignons par (I) (k > 1) la suite
correspondante des variables aléatoires indicatrices de «pile».

1) Soit m un nombre entier tel que n > 1. Posons Ny = > I, Ny =

n k=1

> (1 — Ix). Tl est clair que Ny + No = n, que Ny et Ny ne sont pas
k=1

indépendantes et que L(N7) = B(n,p), L(N2) = B(n,q).

2) Soit N une variable aléatoire a valeurs dans {0, 1, ...}, indépendante
N N

de la suite (I) (k > 1). Posons Ny = »_ I, Ny = > (1 —Ij). Il est clair
que N7 + Ny = N. Montrer que k=1 k=1

a) si N suit la loi de Poisson P(\) de parametre A > 0, les variables
aléatoires Ny et Na sont indépendantes et L(N1) = P(Ap), L(N2) = P(A\q);
b) si N1 et Ny sont indépendantes, alors N suit une loi de Poisson.

10 (Le paradoxe de Iinspection!). — On considére une suite de parties
indépendantes de «pile» ou «face», la probabilité d’amener «pile) en une
partie étant p (0 < p < 1); on pose ¢ = 1 — p. Cette expérience peut étre
modélisée au moyen de ’espace probabilisé (£2,2(, P), ou

Q est ’ensemble des suites w = (e1,¢e2,...), avec g; € {0,1};

2 est la tribu engendrée par les sous-ensembles

A i(ar,.an) ={w g, (W) =a,..., &, (W) =ay},
avec ap,...ap € {0,1}, 1<iy <---<i,, n>1;
P est la mesure de probabilité sur (£2,2() telle que
P<Az‘1,...,in(a17 o an)) _ pa1+~~~—|—an qn_(“1+"'+“").

On admettra 'existence d’un tel espace probabilisé. On pourra interpréter
cette expérience comme un processus de comptage dans lequel "apparition
de «piley est assimilée a Parrivée d'un «évenement » (panne d’une machine,
passage d’'un autobus, ... ). Les notions introduites ci-dessous prendront tout

leur sens dans une telle interprétation. Introduisons les notations :
n

N, = > € :le nombre de «piles» amenés jusqu’aladaten (n =1,2,...).
k=1
(On pose Ny =0.) )
T; (i > 1) : I'instant d’arrivée du '™ «pilen. (On pose Ty = 0.)
On notera que :

{len}:{sl:---zen_lz();sn:l}
={Ni=-=Ny1=0; N, =1}
{T,=n}={Np,_1=i—1; N, =1} (i>2).

I Nous devons & Anatole Joffe cette idée de retranscrire au cas discret, comme il est fait
ici, ce paradoxe de l’inspection bien connu pour les processus de Poisson.
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1) Déterminer la loi de T7.

2)Onpose:m =Ty, =TT, ... , 7 =T, — Ty—1. Montrer que 71,
. , T, sont des variables aléatoires indépendantes, de méme loi que T7.

3) Montrer que la loi conjointe de (T1,...,T;,) est donnée par

n
t .
—) g, si0<t; < <ty;
P{Th =t1,...., T, =t,} = (q) "

0, sinon.

4) Etant donné qu’a la date m on a observé n «piles», calculer la loi
conditionnelle des positions de ces n «pilesy. De facon précise, posons

A={N,=n} (0<n<m);
B:{letl,...,Tn:tn} (1§t1<---<tn§m).

Calculer P(B|A). On observera que le résultat ne dépend pas de p et peut
s’interpréter comme le choix au hasard de n parmi m points.
5) On se place a la date n > 1. Alors
Ty, est l'instant d’arrivée du dernier «piley (on pose Ty = 0);
TN, +1 est I'instant d’arrivée du prochain «pile» ;
TN, +1 = I'n, +1—T, est lalongueur de 'intervalle entre deux «piles »
qui recouvre n.
Posons U,, =n — 1T, , Vi, = T, +1 — n. On notera que les valeurs possibles
de U, sont 0,1,...,n, et celles de V,, sont 1,2, ...
a) Montrer que U, et V,, sont des variables aléatoires indépendantes et
déterminer leurs lois.
b) Calculer nh—>Holo P{U, =i} (i=0,1,...).

Remarque. — Comme 7y, +1 = U, +V,, et que L(V,,) = L(711), il résulte de
5) a) que la longueur 7y, 11 de l'intervalle entre deux «piles» qui recouvre n
a tendance a étre plus grande que 77 ; c’est le « paradoxe» de l'inspection :
un inspecteur qui arrive a la date n dans l'intention d’estimer la distance
qui sépare deux apparitions consécutives de « pile» enregistre un nombre en
général trop grand. Pour de grandes valeurs de n, cette distance a pour loi
la loi de 71 + 71 — 1, ou 71, 7 sont deux variables aléatoires indépendantes,
de méme loi que 7.

11. — L’exercice 3 du probléme des boites d’allumettes de Banach fournit

N

une démonstration probabiliste de l'identité ) (2]\1]\77’)(1 /22N =" =1, que
r=0

'on peut établir en utilisant 1'identité de Gauss (cf. Bailey,? p. 11), qui donne

une évaluation de la fonction hypergéométrique en x = 3, a savoir :

iy, 0 1) TG )
Sa+b+1)'2) TTE+ LT (5 )

2 Bailey (W.N.). — Generalized Hypergeometric Series. — Cambridge, Cambridge
University Press, 1935.



CHAPITRE 8
ESPERANCE MATHEMATIQUE, VALEURS TYPIQUES

Dans ce chapitre nous introduisons la notion d’espérance mathématique
pour une variable aléatoire réelle discréte. Un tel chapitre serait donc inutile
si ’on donnait tout d’abord la théorie de I'intégration des variables aléatoires
quelconques, théorie qui repose sur ’étude de l’espace probabilisé (2,21, P).
Au contraire, ’étude de 'espérance des variables aléatoires discretes est faite
directement sur 1’espace probabilisé (image) (R, B!, Px). Le rapport entre les
deux théories est obtenu a 'aide du théoréeme dit du transfert. Une version
discrete de ce théoreme est donnée dans ce chapitre.

1. Transformation des variables aléatoires

ProprosITiION 1.1. —  Soient X wune variable aléatoire, discréte, a n

dimensions, de loi
PX - E A€y,
k

et g une fonction a valeurs dans RP, mesurable, définie sur (R™,B™). Alors
go X est une variable aléatoire a p dimensions, discrete, de loi

PgoX = Z Oékﬁg(xk).
k

De plus, en écrivant la chaine (2,2, P) X (R™, B™, Px) EN (RP,BP), on a,
pour tout z € RP

(1.1) Poox{z} =Px{g =2} =P{go X = z}.

Démonstration. — La variable aléatoire g o X est évidemment a valeurs
dans RP. D’autre part, g(X(w)) = z si et seulement si X (w) € g71(2). Par
conséquent, Pox{z} = P{go X = 2} = P{X € g7 !(2)} = Px(¢g7'(2)) =
Px{g =z} =Px{x:g(x) = 2} = X, {an s g(ar) = z}. []

COROLLAIRE 1.2. — SiT = (X,Y) est une variable aléatoire discreéte a
deuz dimensions de loi

Pr = p(2i Uj)€ (@, u,)s

]
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ot {(zi,y;) : (1,7) € I x J} est une suite finie ou dénombrable d’éléments de
R2, alors X etY sont discrétes, respectivement de lois

Px = Z(Zp(xiayj>>5xi et Py = Z(Zp(xiayj)>5yj'

i€l jeJ jEJ iel

Les lois Px et Py sont appelées les lois marginales (en X, Y') associées a la
loi (conjointe) Pr.
Démonstration. — En effet, il suffit de remarquer que les projections

7 ¢ (x,y) — x et mo : (x,y) — y sont des applications mesurables de R?
dans Ret quel’ona: X =moT etY =moT. []

COROLLAIRE 1.3. — Awvec les mémes notations que ci-dessus, la loi de
X 4+Y est donnée par :

PX_|_Y = Z p(‘ru yj)g(xﬁ‘yj) ’
,J

Démonstration. — En effet,ona: X +Y = goT avec g(z,y) =z +y. []

Le Corollaire 1.2 entraine que la loi de T" détermine completement les lois
de X et de Y. La réciproque n’est pas vraie, car si X et Y sont des variables
aléatoires réelles, définies sur le méme espace probabilisé (2,2, P) et de lois

(1.2) Px = ZP{X =uw;}e,, et Py = ZP{Y = Y;}Ey,
tel JjeJ

il n’est pas possible, en général, d’en déduire la loi de T' = (X,Y’), car a cet
effet il faut connaitre les quantités p(z;,y;) = P{X = 2;, Y = y;} pour tout
(i,j) eI x J.

2. Indépendance. — Supposons que X et Y soient des variables
aléatoires réelles définies sur le méme espace probabilisé (2,2, P) et dont les
lois Py et Py sont données par les formules (1.2). On peut alors déterminer
la loi du couple (X,Y’) comme indiqué dans le corollaire de la proposition
suivante.

PROPOSITION 2.1. —  Les wartables aléatoires réelles X et Y sont
indépendantes, si et seulement si, pour tout © € I et tout 5 € J on a :

Démonstration. — En effet, les variables X et Y sont indépendantes, si
et seulement si P{X € A, Y € B} = P{X € A}P{Y € B} pour toute paire
de boréliens A, B. En prenant A = {x;} et B = {y;}, on retrouve bien (2.1).



3. CONVOLUTION DES LOIS DE PROBABILITE DISCRETES 81

Réciproquement, supposons (2.1) satisfait pour tout i € I et j € J et
prenons deux boréliens A et B. On obtient :

P{X€AYeBt=) {P{X=u;,Y =y} :2;€ Ay, €B}
=Y {P{X =2, }P{Y =y;}:2; € A, y; € B}

=Y {P{X =} :2;€ A} {P{Y =y;}:y; € B}
=P{X € A} P{Y € B}.
Dot X et Y sont indépendants. []

COROLLAIRE 2.2. — Si X etY sont indépendantes, la loi de T = (X,Y)
est déterminée des que ’on connait les lois de X et de Y.

Le corollaire découle immédiatement des relations (2.1).

3. Convolution des lois de probabilité discretes

Définition. — Solent P = 7, ;aieq, et Q = > . ; Bjey, deux lois de
probabilité discretes. Le produit de convolution de P par QQ est la mesure de
probabilité, notée P % Q, définie par :

(3.1) PxQ= Z i35 (s 4y,)-
(1,5)EIXJ

Que P *x Q soit une mesure de probabilité découle des propriétés élé-
mentaires sur les séries absolument convergentes. Ces mémes propriétés
entrainent aussi que le produit de convolution est commutatif et associatif.

Les lois binomiales et de Poisson sont conservées par le produit de
convolution. En d’autres termes, on a la propriété suivante.

PROPOSITION 3.1. — Soient B(n,p) la loi binomiale de paramétres (n, p)
(0<p<1,n>0) ety laloi de Poisson de paramétre A (A > 0). Alors

B(n,p) * B(m,p) = B(n+m,p)  (n, m € N);
TNk Ty = Tty (A>0,v>0).

Démonstration. — On a
B , « B , — i+7j nt+m—i—j it
o)+ Blm) =33 (1) ()4 .
1=0 j=0
n+m
= wpt gt ey,
k=0
" in m
ol, pour k=0,1,...,n+m, on a posé : v :Z() (k )
i —1

i=0
Cette expression est égale a (”J];m) d’apres I'identité binomiale. Ceci prouve

la premiere relation.
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Pour établir la seconde, on écrit

i=0 j=0 ok k=0
ou, pour k=0,1,..., on a posé :
k . .
pY ,uk—z
Tk _;E(k;—i)!'
Cette expression est égale & (A + u)*/k! []

PROPOSITION 3.2. — Si X et Y sont des variables aléatoires réelles,
discretes, définies sur un méme espace probabilisé, indépendantes et respec-
tivement de lois Px et Py, alors la lot de probabilité de la variable aléatoire
X 4+Y est le produit de convolution de Px par Py . Autrement dit,

Px+y = PX * Py.

Cette proposition est une conséquence immédiate du Corollaire 1.3 et de
la Proposition 2.1.

4. Espérance mathématique. — De méme qu’en mécanique on intro-
duit la notion de barycentre de points matériels, on parle en calcul des
probabilités de valeur moyenne ou d’espérance mathématique d’une variable
aléatoire réelle X. Chaque valeur prise par X est affectée d’une masse égale
a la probabilité pour que X soit égal a cette valeur et I’espérance mathéma-
tique, notée E[X], est le barycentre de ces valeurs affectées de telles masses.
Cet énoncé est suffisant pour traiter le cas des variables aléatoires discretes.

Définition. — L’espérance mathématique d’'une variable aléatoire réelle
discrete X de loi Px =), ayje,, est définie par

E[X] = ZO@SI%’,

7
a condition que la série du second membre converge absolument. Dans ce
cas, on dit que X a une espérance mathématique finie. Si la série ). ;||
diverge, on dit que X n’a pas d’espérance mathématique finie.

Soit y j Bj€y, une expression pour la mesure de probabilité Px, ou tous les
y; sont distincts. Pour tout j le nombre 3; est donc la somme de tous les o
tels que x; = y;. Sila série ) a;z; converge absolument, la série ) ;Y B; est
elle-méme absolument convergente et donc ne dépend pas de la numérotation
retenue pour les couples (5;,y;). De plus, on a

vaiai = Zyj Z a; = Zyjﬂj,
i j REZEST j
par la propriété d’associativité généralisée. Par conséquent, l’espérance
mathématique de X ne dépend ni de I'expression retenue pour Px, ni de
la numérotation des couples (o, ;) retenue pour la somme ) . x;a;. Cette
propriété de commutativité complete justifie 'interprétation de ’espérance
mathématique comme barycentre.
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Le théoreme du transfert que nous énongons maintenant montre la sou-
plesse de la définition de la notion d’espérance mathématique. On considere
ici un espace probabilisé (2,2(,P), ou 2 est au plus dénombrable, puis X
une variable aléatoire réelle définie sur cet espace. L'image de €2 par X est
elle-méme au plus dénombrable, soit X () = {z,, : n € N}. Notons Px la loi
de probabilité de X.

THEOREME 4.1 (théoréme du transfert). — On a l'identité
Z X(w)P({w}) Zl’nPX({SCn})»
we n

pourvu que l'une des séries intervenant dans les deuxr membres soit absolu-
ment convergente (l’autre ’est alors également). Si ceci est le cas, la valeur
commune des deur membres est appelée l’espérance mathématique de X .

Démonstration. — Posons A, = X 1({z,}); la classe {A,} est une
partition de €2 et I'on a, formellement

D XWP{w) =), > X@P{wh;

weN n wEA,
d’ot1, puisque pour tout w € A, on a X (w) = x,

Y XwP({w)) = anz ({w})

weN weAn
=3 2, P(An) =Y 2. Px({za}).

Les calculs formels sont valables dés que I'une des séries des deux membres
est absolument convergente. []

Avant de donner les premieres propriétés de ’espérance mathématique,
introduisons la notion de propriété vraie presque strement.

Définition. — Soit (2,2(,P) un espace probabilisé et P une propriété
susceptible ou non d’étre vérifiée par tout w € . On dit que P est vraie
presque sturement (p.s.), s’il existe A € 2A tel que P(A) = 0 et P est vraie
pour tous les w € A°€.

Dans cette définition, on n’impose pas que l’ensemble A’ des w € Q qui
n’ont pas la propriété P soit de probabilité nulle, car A’ n’appartient pas
nécessairement a A. En fait, ona A’ C A, A € A, P(4) = 0 et P vraie dans
A€ (mais P est aussi vraie dans A\ A').

THEOREME 4.2. —  Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes
définies sur un espace probabilisé (2,24, P). On a les propriétés :

(D1) E[X] finie si et seulement si E[|X]|] finie;

(D2) | X| <Y etE[Y] finie entrainent E[X]| finie;

(D3) —ow<a<X<b<+oo=a<E[X]<b;



84 CHAPITRE 8 : ESPERANCE MATHEMATIQUE, VALEURS TYPIQUES

(D4) X =aps. = E[X]|=a;

(D5) E[X] finie = |E[X]] < E[|X]].

Démonstration. — La propriété (D1) résulte de la définition méme de
I’espérance mathématique.

Pour démontrer (D2), on reprend les notations du Corollaire 1.2. Dans la

chaine Q 5 T(2) 3 Y(Q), ensemble T(Q2) est au plus dénombrable. D’autre
part, pour tout y;, on a, d’apres la formule (1.1), Pv{y;} = Pr,or{y;} =
Pr{ms = y;}. Posons Q = Pr, de sorte que Q est une mesure de probabilité
sur l'ensemble T'(€2), portée par les couples (z;,y,). En notant Q, la loi
de probabilité de la variable aléatoire my, définie sur ’espace probabilisé

(T(92),B(T(12)),Q), on a Py {y;} = Q{m2 = y;} = Qr,{y;}. Par le théoreme
du transfert qu’on applique & ce dernier espace probabilisé et a la variable
Ty, on en déduit

E[Y] = Zyij{yj} = Zijrz{yj}
= > mawny)Q{(wi )}

(zi,y;)€T ()
= > yQ{wy)}
(zi,y;)€T ()
Or | X| <Y entraine 'implication (z;,y;) € T(Q) = |z;| < y;, soit

EYI2 S |l )}

(z4,y;) €T ()

=Y w0y}
(z4,y;)ET(Q)

> |E[X]],

en appliquant cette fois le théoreme du transfert a la variable X = m o T.
Pour démontrer la propriété (D3), on écrit :

P{X =2 }a < P{X =z }xp < P{X = x}b;
d’ou

a=Y P{X =uz}a <) P{X =um}ep <Y P{X =a4}b=0.
k k k

Pour (D4), on note que si X = a p.s., alors la loi de X est ¢, et 'on a
bien E[X] = a.
Enfin pour (D5), on a simplement :

ELX] = [ PIX = aitan| < 3 PLX = i} o] = E[1X]). [0
k k

Nous consignons dans le théoreme suivant les propriétés usuelles de
I’espérance mathématique.
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THEOREME 4.3. — Soient X et Y deux variables aléatoires, discrétes,
définies sur un espace probabilisé (Q,A,P). SiE[| X|] < o0 et E[|Y]] < o0,
on a les propriétés :

A. Linéarité

(A1) E[X +Y]=E[X]+E[Y];
(A2) ENX]=AE[X] (AeR).
B. Monotonie

(Bl) X >0=E[X]>0;

(B2) X >Y = E[X]| > E[Y];
(B3) X =Y ps.— E[X]=E[Y].

C. Indépendance. — Si X etY sont indépendantes, alors E[XY] est finie
et l'on a E[XY] = E[X]E[Y].

Démonstration. — Notons », P{X = z;}e,, et 3 P{Y = y;}ey; les
lois respectives de X et de Y.
Pour démontrer (A1), on fait appel a la loi conjointe de X et Y. On a :

Y P{X =1, Y =y} |ai = P{X =} |z,

>
>

d’ou

On montre de méme :
Z(ZP{X =2, ¥ = yj}> ly;| = E[Y]] < 4o0.

Il en résulte que la série double >, ,P{X = z;,Y = y;}(2; + y;) est
absolument convergente; le calcul formel ci-dessous est donc valable :

ZP{X =z, Y =y} +y;)
hi Z(ZP{X =a;,Y = yg})% +Z<ZP{X =x;, Y = yj}>yj;

c’est-a-dire
E[X + Y] =E[X] +E[Y].

La propriété (A2) est banale a vérifier. Pour (B1), si 'on a X > 0, alors
chacun des z; est positif et E[X]| = > . P{X = z;}a; > 0. Soit >, P{Z =
Zptes, laloide Z = X =Y. Si Z > 0, alors E[Z] = E[X]| — E[Y] > 0.
D’out (B2). Enfin, pour (B3), si Z = 0 p.s., alors P{Z = 0} = 1. Par suite
P{Z = z} = 0 pour tout z # 0. D’ou E[Z] = Y, P{Z = 2.}z, = 0.

Pour démontrer (C), on pose XY =goT avec T = (X,Y) et g(x,y) = xy.
On part de la loi du couple T'. D’apres la Proposition 1.1, la loi du produit XY
s’écrit a ’aide de la loi de 7' comme suit

Pxy =Y P{X =2, Y =y;}er,y, = P{X =2} P{Y =y;}ep,y,,

i,j ,J
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puisque X et Y sont indépendantes. Par suite,
E[XY] = S PIX = 2.} P{Y = y;}ay;
0,

= (Z P{X = :L“Z}ilfl> (Z P{Y = yj}yj) =EX]E[Y]. [

5. Moments. — L’espérance mathématique d’une variable aléatoire X
ne dépend que de la loi de X et indique la valeur moyenne autour de
laquelle X prend ses valeurs. On introduit d’autres caractéristiques de la
loi de X qui rendent compte de la dispersion de cette loi, par exemple les
moments. Débutons par un lemme qui permet de comparer les moments de
différents ordres.

LEMME 5.1. — Soient r et v’ deux nombres réels tels que 0 < r’ < r et
X wune variable aléatoire réelle. Si B[|X|"] est fini, alors E| |X|T/] est aussi
fina.

Démonstration. — En effet, pour tout a > 0, on a 'inégalité a” <1 +a”,
car pour a > 1, on peut écrire a”" = a”ar" > a” et pour a < 1 on a
naturellement a” < 1. )

Appliquons cette inégalité & | X (w)]. Il vient | X (w)|” <1+ |X(w)|" pour
tout w € Q. Or E[1 + | X|"] = 1 + E[|X]|"] existe et est finie par hypothese.
De la propriété (D2) ci-dessus résulte alors que E[|X |r/] est aussi fini. []

Définition. — Soit X une variable aléatoire réelle, discrete, de loi Py =
> ier i€q,. Soit a un nombre réel et r un nombre réel. Si E[|X —a|"] est
fini, alors le moment d’ordre r de X centré en a est défini par :

oy =E[(X —a)"] = Zai(af;i —a)".
iel
Le moment d’ordre r (centré en 0) est défini par :
m, = E[X"].

De méme, si E[|X]] est fini, ainsi que E[|X — E[X]|"], le moment centré
d’ordre r (& la moyenne) est défini par :

pr = E[(X - E[X])"].

Sir =1, alors my = E[X] et u; = 0. Pour r = 2, le moment centré s est
encore appelé variance de X et noté

Var X = E[(X — E[X])?].

La racine carrée positive de Var X est désignée par o(X). C’est 1'écart-
type de X. Les variables aléatoires (X — E[X]) et (X — E[X])/o(X) sont
respectivement appelées centrée et centrée réduite (dans ce dernier cas, on
suppose o(X) > 0).
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Il résulte du précédent lemme que toute variable aléatoire qui a un moment
d’ordre deux fini a une espérance mathématique finie.

PROPOSITION 5.2. —  Une wariable aléatoire réelle X a un moment
d’ordre deux E[X?] fini, si et seulement si son espérance mathématique E[X]
et sa variance Var X existent et sont finies, et l'on a :

(5.1) Var X = E[X?] — (E[X])%

Démonstration. — Si X a un moment d’ordre deux fini, elle a aussi une
espérance mathématique, de sorte qu’on peut former le développement :

(X - E[X])? = X* - 2X E[X] + (E[X])*,

dont I’espérance mathématique, qui n’est autre que Var X, est donnée par
E[X?] — (E[X])?, en vertu des propriétés de linéarité (A1) et (A2).
Réciproquement, supposons que E[|X|] et Var X soient finies. En écrivant
X? = (X —E[X] +E[X])* = (X — E[X])* + (E[X])* + 2E[X] (X — E[X]),

on remarque que tous les termes du second membre ont une espérance mathé-
matique finie. De la, les propriétés de linéarité de ’espérance mathématique
entrainent que E[X?] est fini. Comme, de plus, on a

E[E[X] (X - E[X])] = E[X]E[X - E[X]] =0,
on retrouve bien, une nouvelle fois la formule (5.1). []

PROPOSITION 5.3. — Soit X une variable aléatoire vérifiant E[X?] < co.
Alors pour tout nombre réel a, on a l'inégalité :

E[(X —a)’] 2 E[(X —E[X])"] = 0>

En d’autres termes, c’est par rapport a l’espérance mathématique que le
moment quadratique est minimum et la valeur du minimum est la variance. Si
donc on prend ’espérance mathématique comme caractéristique de position,
il convient de prendre la variance comme caractéristique de dispersion.

Démonstration. — Posons g(a) = E[(X — a)?] et u = E[X]. Alors
2
g9(a) =E[((X —p) + (n—a))"]
=E[(X —u)?] +2(n — @) E[X — p] + (1 — a)?
=0’ + (p—a)® []
Définition. — Soient r un entier tel que » > 1 et X une variable aléatoire.
Si E[|X|"] est fini, on définit le moment factoriel d’ordre r par :
EX(X—-1)... (X —r+1)].

Ces moments sont surtout utilisés dans le cas ou la variable aléatoire X prend
ses valeurs dans N.
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Définition. — Soient r un nombre réel et X une variable aléatoire. Si
E[|X|"] < +oo, on définit le moment absolu d’ordre r (centré en 0) par
E[|X|"]. Dans le cas ol en outre r # 0, on définit 1’écart d’ordre r (par
rapport a 0) par :

er = [E[1X|"]]"".

On voit que ey est I'écart-type, si X est centré.

6. Covariance. — Soit T = (X,Y) un couple de variables aléatoires
réelles, de loi

Pr=>Y P{X =2, Y =y} e(a,y,).
,J
La variable aléatoire XY a une espérance mathématique égale a

EXY] =Y P{X =x;, Y =y;}ziy;,
2]

a condition que la série du second membre converge absolument. Comme
[ziy;| < (27 4 y3)/2, alors E[XY] existe si X et ¥ ont des moments du
second ordre finis. Dans ce cas les espérances mathématiques existent et sont
finies, leurs variances également. Par suite (X —E[X])(Y —E[Y]) a aussi une
espérance mathématique finie. La définition suivante a donc un sens.

Définition. — Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires de loi conjointe
donnée. Si X et Y ont des moments du second ordre finis, la covariance de
X et de Y est définie par :

Cov(X,Y) = E[(X — E[X])(Y — E[Y])] = E[XY] — E[X]E[Y].

Si Cov(X,Y) =0, on dit que X et Y sont non corrélées.

11 résulte immédiatement de cette définition et de la propriété C (Indépen-
dance), que si X et Y sont indépendantes, leur covariance Cov(X,Y) est nulle.
La réciproque n’est pas exacte : deux variables aléatoires peuvent étre non
corrélées sans étres indépendantes.

Exemple. — Soit X la variable aléatoire de loi Py = %(6_1 +e0+ 1)
Posons Y = X2. La loi du couple T' = (X,Y) est donnée par :

1
Pr= 5(5(—1,1) + €(0,0) + €(1,1))-
On a E[X] =0 et E[XY] = 0. Dot Cov(X,Y) = 0. Pourtant Y = X?2.
PROPOSITION 6.1. — 87 (X1, Xo,...,X,) est un systéme de n variables

aléatoires ayant chacune un moment du second ordre fini, alors

(6.1) Varzn:Xk:i:Vaer+2 Z Cov(X;, Xi).

i=1 i=1 1<j<k<n
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Si les variables sont mutuellement indépendantes (ou méme seulement non
corrélées deux o deuz), alors

VariXk = iVaer.
i=1 i=1

Démonstration. — On peut, sans nuire a la généralité, supposer les
variables X1, X, ..., X,, centrées. Or on a :
2
(X)) =2 Xi+2 3, XX
k k 1<j<k<n

En prenant I'espérance mathématique des deux membres, on obtient (6.1).
Enfin, si X7, ..., X, sont non corrélées deux a deux, les covariances
Cov(Xj, Xj) sont nulles pour 1 < j < k < n. On obtient bien la seconde
formule. []

On vérifie que Cov(aX + b,cY + d) = acCov(X,Y), c’est-a-dire que la
covariance est invariante par changement d’origine sur les axes Ox et Oy,
mais non par changement d’échelle. Ceci peut étre un inconvénient dans
les applications statistiques qu’il conviendra de corriger; ce sera 'objet du
prochain paragraphe.

7. Le coefficient de corrélation linéaire

Définition. — Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires réelles telles
que E[X?] < oo et E[Y?] < oo. Supposons, d’autre part, que o(X)o(Y) > 0.
On appelle coefficient de corrélation (linéaire) du couple (X,Y’) le nombre
Cov(X,Y) —E[ X —E[X]][Y —E[Y] ]
o(X)o(Y) o(X) oY) .

On vérifie que si ac # 0, on a r(aX + b,cY +d) = sg(ac)r(X,Y). En
prenant a > 0, ¢ > 0, on voit que le coefficient de corrélation linéaire est
wmwvariant a la fois par changement d’origine et par changement d’échelle sur
les axes 0x et Oy. On tirera profit de cette propriété dans les calculs relatifs
ar(X,Y), en supposant les variables marginales X et Y centrées, réduites.

PROPRIETE 7.1. — |r(X,Y)| <1.

Démonstration. — Supposons X et Y centrées réduites; on a, pour tout A

r(X,Y) =

0 <E[(X +AY)?] = E[X?] +2AE[XY] + N E[Y?] =142\ + A%

On a un trindme du second degré en A, qui est positif; son discriminant est
donc négatif ou nul, c’est-a-dire r? < 1. []

PROPRIETE 7.2. — Sir(X,Y) = %1, alors X et Y sont liées par une
relation fonctionnelle linéaire (mieuz, affine). [D’ou le nom de coefficient de
corrélation linéaire donné a r.]
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Démonstration. — Faisons-la pour r = 1. On suppose X et Y centrées
réduites; on a alors pour tout A

0<E[(X+AY) =142+ =(\+1)%

Pour A = —1, on a E[(X — Y)?] = 0, c’est-a-dire Y = X p.s. Pour r = —1,
on trouve Y = —X p.s. []

Si les variables X, Y ne sont pas centrées réduites, la relation linéaire qui
les lie est :

Y —-ElY —
Y-RY] _(X-EX
o(Y) o(X)
8. L’inégalité de Tchebychev. — Il s’agit d'une inégalité extréme-

ment utilisée dans le calcul des probabilités, en particulier dans I’étude de la
convergence en probabilité.

PrROPOSITION 8.1. —  Soit r > 0 un nombre réel et X une wvariable
aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (Q,2A,P). St E[|X|"] est
fini, on a, pour tout nombre réel t > 0, l’inégalité :

E[1X]"]
P{|X]|>1} < —
ou encore, de facon équivalente, en désignant par e, l’écart d’ordre r, on a,
pour tout nombre réel t > 0, 'inégalité :
1
P{|X| > te,} < o
Démonstration. — En effet, soient ¢, > 0. On a
{[X] =t} < {|X]" =1t"}.

D’ou
" I x>0y =t I xpesey < X7

et le résultat en prenant I'espérance mathématique. []

Pour r = 1,2, on obtient I'inégalité de Markov, de Tchebychev (ou
de Bienaymé), respectivement. La version la plus utilisée de l'inégalité de
Tchebychev est celle qui s’applique a la variable aléatoire centrée (X —E[X]).

COROLLAIRE 8.2. — Si E[X?] < 400, on a pour tout t > 0 l’'inégalité

Var X

2

P{IX —E[X][ >t} <
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Remarque 1. — Posons pu = E[X], 02 = Var X ; alors pour tout ¢t > 0 on a
2
o 1
P{X —pu| >t} < 37 ouencore P{|X — u| > to} < nE

soit
1 1
P{X —u| <toc}>1- 2 et P{X €lu—to,u+to]} >1-— wE
En particulier, pour t = 2 et ¢ = 3, on a, respectivement :
1
*) P{Xe]u—20,u+20[}21—1:0,75;
1
(*¥¥) P{X €lp—30,p+30[} > 1 - 5~ 0,88
On voit clairement le role de 1’écart-type.
Remarque 2. — L’inégalité de Tchebychev est universelle (c’est-a-dire elle

est valable pour toute variable aléatoire admettant un moment quadratique).
En revanche, elle est grossiere. On s’en convaincra en observant que si X est
une variable aléatoire normale, de loi N (u, o) (voir chap. 14, §3), on a :

P{X €|u—20,u+ 20[} = 0,95; [regle des «2 0]
P{X €|p—30,u+ 30} =~ 0,997.

On remarque la pauvreté des minorations (x) et (k).

9. Les inégalités relatives aux moments dans le cas fini. — Soit X
une variable aléatoire discrete finie, a valeurs strictement positives. Pour fixer
les idées, supposons que sa loi de probabilité Px soit donnée par

!
Px = E OkExy s
k=1
I

onag,...,oq >0, Y ag=1let 0 <z <--- <z < +oo. Nous observons
que k=1
a) pour tout nombre réel r le moment (absolu) d’ordre r existe et est
égal a l
m, = E[X"] = Zakxz ;
k=1
b) pour tout nombre réel r # 0 I’écart d’ordre r existe et est égal a
1
er = (m,)"".

PROPOSITION ET DEFINITION 9.1. — Lorsque r tend vers 0, [’écart e,
tend vers une limite finie, notée ey et l'on a :

l
eg = H zy".
k=1

Le nombre eq est appelé la moyenne géométrique de X.



92 CHAPITRE 8 : ESPERANCE MATHEMATIQUE, VALEURS TYPIQUES

Démonstration. — On a :

l l
1 1
Loge, = - L (§ ’")—_—L (§ L )
oge ~ Log k:1akxk ~ Log k:1ak exp(r Logzy)

= 1 Log(i Ock(l +r Logxy + O(T))>
k=1

r
1 l
= Log(l + rz ay Logxy + 0(7“)).
r
1 k=1
D’ou Loge, tend vers > ay, Logzy, lorsque r tend vers 0. []
k=1
THEOREME 9.2. —  Considérons lapplication r — e, de R dans RT
définie comme suit :
(mr)l/r (Uécart d’ordre 1), sir#0;
!
or = H zy* (la moyenne géométrique), sir =0.
k=1

Alors cette application est croissante sur R.

Démonstration.
a) La fonction r — Logm, (r € R) est convexe. En effet, pour r, s € R,
on a, d’apres l'inégalité de Schwarz,

l l 1/2 l
> ol < (Yanat) (3 onri)
k=1 k=1 k=1

1/2

1/2

Mgy < (mrms)

1
Log M(r+s)/2 < 5 (Log my + Log ms)7

d’ou le résultat puisque la fonction r +— Logm,. est continue.

b) La fonction r — e, (r € R\ {0}) est croissante dans | — 0o, 0] et
dans ]0, +00|. En effet, d’apres a) la courbe représentative de la fonction r +—
Logm, (r € R) est convexe et passe par [’origine (on a mg = 1). Considérons,
pour r # 0, I'expression Loge, = % Logm, = %(Log m, — Logmyg) qui est la
pente de la droite joignant Iorigine au point (7, Logm,.). Il résulte de a) que
la fonction 7 +— Loge, est croissante dans | — oo, 0 et dans ]0, +-o00[. Il en est
donc de méme de la fonction r — e,.

c) Le nombre eg = ka:l x.* est le prolongement par continuité de la
fonction 7 — e, (r € R\ {0}) au point r = 0. Le théoréme en résulte. []

Remarque. — L’application ci-dessus de R dans RT peut étre prolongée

en une application de R dans R ; on a en effet :
. l-
lim e, =minzy =21 (=e_x);
r——00 k=1

l
lim e, =maxxr ==z =e .
oo r ] k l ( —l—oo)
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Cas particulier 1. — Pour r =n € N* le théoreme 9.2 donne e,, < e,41;
c’est 1inégalité de Liapounov. Pour n = 1, il vient e; < es, c’est-a-dire
E[|X|] < /E[X?]. En prenant pour X la variable aléatoire centrée (X — )
(n=E[X]),on aE[|X — pu|] < /E[(X — u)?], c’est-a-dire I’écart absolu par
rapport a p est majoré par ’écart-type.

Cas particulier 2. — 1l résulte du Théoreme 9.2 que 'onae_; < ey < ey,
ou 1 .
e_1 = (IE[X_l])f1 = (Z %> est la «moyenne harmonique » ;

1 k=1 Tk
eg = H xp* est la «moyenne géométrique » ;
k=1 !
e1 = E[X] = Z apTy est la «moyenne arithmétique ».
k=1
On retrouve les inégalités classiques entre ces moyennes.

Cas particulier 3. — On a vu que pour tout couple (7, s) de nombres réels
on a Mmeys) /2 < (m,myg)*/2. En prenant r = 2n, s = 2n 4+ 2 (n € N), on
a Mopr1 < (mgnm2n+2)1/2, inégalité qui permet de majorer tout moment
d’ordre impair par des moments d’ordre pair.

10. Médiane. Ecart moyen minimum. — Nous introduisons a
présent une nouvelle caractéristique, appelée médiane, qui a ’avantage, sur
I’espérance mathématique, d’exister pour toute variable aléatoire.

Définition. — Soit X une variable aléatoire réelle. On appelle médiane de
X tout nombre M vérifiant :

1
P{X <M} > P{X > M} >

Y

N| —

Remarque 1. — 1l résulte immédiatement de la définition que, si M est
une médiane de X, on a :

1
PX<M}> 3 >P{X>M} et P{X>M}>>P{X<M}

N | =

Remarque 2. — Toute variable aléatoire X admet au moins une médiane,
elle peut en admettre plusieurs, qui jouent toutes le méme roéle. Si la fonction
de répartition F de X est continue et strictement croissante, alors X admet

une médiane et une seule, M, et 'on a F(M) = 1.

THEOREME 10.1. — Soit X une variable aléatoire vérifiant E[|X|] <
+00. Si M est une médiane de X, alors pour tout nombre réel a on a
["inégalité :

E[|X - al] = E[|X — M]].

Démonstration. — Nous ferons la démonstration dans le cas ou X est une
variable discrete de loi Py = ), ajes, . Lorsque I'espérance mathématique
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d’une variable aléatoire quelconque sera définie (cf. chap. 11), on pourra
constater que la démonstration dans le cas général est tout a fait analogue.
Supposons tout d’abord M < a. On partage R en les trois invervalles disjoints
| — 00, M|, M, al, |a,+o0] et 'on peut écrire :

E[|X —a|] ~E[|X — M[] = (lex — a| — |a — M|)ay

%
— Z (@ — M)ay, + Z (a+ M —2xp)ay + Z (M = a)ay,.

ajkE]—OO,M] xke]M7a} Ike]a"’_oo[

Notons A, B et C les trois sommes successives apparaissant dans la ligne
précédente. On a :

A=(a— M)P{X < M};

B> Z (M —a)zy, = (M —a)P{M < X < a};
zkE}M,a]

C=(M-a)P{X > a};
d’ou, en définitive :
E[|X —al] —E[|X — M[] > (a — M)(P{X < M} —P{X > M}).

Or, M étant une médiane, le second membre est positif. La démonstration
se fait de facon analogue dans le cas ot M > a. []

Remarque. — Soit X une variable aléatoire vérifiant E[|X|] < +o0.
Alors D'expression E[|X — M|] prend la méme valeur pour toute médiane
M de X : en effet, soient M7, My deux médianes de X, avec My # My;
en prenant a = My, M = M, puis a = My, M = M; dans l'inégalité du
Théoreme 10.1, on voit que E[ | X — M;|] = E[|X — Ms|]. Cette circonstance
justifie la définition suivante.

Définition. — Soit X une variable aléatoire réelle vérifiant E[ |X|] < +o0.
Alors E[|X — M|] prend la méme valeur pour toute médiane M de X ; cette
valeur commune est appelée écart moyen minimum ou écart médian de X.

Le Théoreme 10.1 fournit alors un analogue du Théoreme 5.3; il montre
que si 'on adopte une médiane comme caractéristique de position, il convient
de lui associer 1’écart moyen minimum comme caractéristique de dispersion.

PROPOSITION 10.2. — L’écart médian est majoré par [’écart-type.

Démonstration. — 11 résulte du Théoreme 9.2 que E[|X — pu|] < 0. Or,
M étant une médiane, on a, en appliquant le Théoreme 10.1 pour a = p,
Iinégalité E[| X — M|] <E[|X — p|]. D’ot le résultat. []
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COMPLEMENTS ET EXERCICES

1. — Déterminer l’espérance mathématique (resp. la variance) d’une
variable aléatoire binomiale, de Poisson.

2. — Un concierge a n clefs dont une seule ouvre une porte. Il les essaie
I’'une apres 'autre en éliminant apres chaque essai la clef qui n’a pas convenu.
Trouver le nombre moyen d’essais nécessaires pour trouver la bonne clef.

3. — Un processus de Bernoulli de parametre p est une suite de variables
aléatoires (X,,) (n = 1,2,...) indépendantes et ne prenant chacune que deux
valeurs (par exemple 1 et 0) avec la probabilité p et ¢ = 1 —p. Il est commode
d’interpréter X,, comme le résultat (succes ou échec) au n'*™° essai d’une
méme expérience que ’on répete indéfiniment de telle sorte que les conditions
soient toujours les mémes et que les résultats des différents essais soient sans
influence mutuelle.

a) Montrer que la loi de la variable aléatoire S,, = X1 +---+X,, (nombre
de succes aux n premiers essais) est la loi binomiale B(n,p). Retrouver sans
calcul 'espérance mathématique et la variance de cette loi.

b) Soit L le plus grand entier tel que X; = Xy = -+ = X et M
le plus grand entier tel que Xy = Xp4o = -+ = Xpip. Trouver les
lois des variables aléatoires L et M, leurs espérances mathématiques et leurs
variances. Montrer que les lois de L et M coincident si et seulement sip = 1/2.

¢) (E. Kosmanek) Montrer que E[L] > E[M] = 2, VarL > Var M > 2,
Cov(L, M) = —(p—q)*/(pq) et —=1/2 < r(L,M) <0.
d) (E. Kosmanek) Montrer que pour tout 7 > 1 on a

prlg, sip <1/2;
llim P{M=n|L=1}=<% ¢q"tp, sip>1/2;
- /2", sip=1/2.

e) Soit T"le nombre d’échecs précédant le premier succes, i.e. le plus petit
entier T tel que X741 = 1. Montrer que Py = >, ., pg¥ey (loi géométrique
modifiée) et calculer E[T]. B

f) Plus généralement, si r est un entier au moins égal a 1, soit 7. le
nombre d’échecs précédant le ™€ succes. Montrer que

P{T, =k} = (r " ]]z N 1)197”61’“ = (_kr)pr(—q)k

(loi binomiale négative) et que E[T}.] = rq/p.
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4. — On reprend 'exercice 2 en supposant que le concierge remet apres
chaque échec la clef essayée dans le trousseau. On a donc un processus de
Bernoulli avec p = 1/n. Calculer dans ce cas I'espérance mathématique du
nombre d’essais pour trouver la bonne clef.

5. — Si X est une variable aléatoire prenant les valeurs z et A un
évenement de probabilité non nulle, on pose :

E[X | A] = Zka{X—xk]A}

Soit (B,) (n=1,2,.. ) un systeme complet d’évenements. Montrer que
Z P(B,)E[X | B,].

6. — Soient (X,) (n = 1,2, ...) une suite de variables aléatoires de
meéme loi et IV une variable aléatoire a valeurs entieres telles que les termes
de la suite N, X1, X5, ... soient mutuellement indépendants. On pose Sy =
X1+ -+ 4+ Xy. En utilisant I'exercice précédent et la proposition 6.2 du
chapitre 6, établir la formule de Wald : E[Sy] = E[N]|E[X1].

7.— Soit (Z,) (n = 1,2,...) une suite de variables aléatoires ne
prenant que deux valeurs, disons 0 et 1. Montrer que si les évenements
{Z, =0} (n =1,2,...) sont indépendants, les variables aléatoires Z,, sont
mutuellement indépendantes.

8. — Un joueur possédant a pieces de monnaie différenciées joue une suite
de parties, chaque partie consistant a lancer toutes les pieces. On se propose
de calculer le nombre moyen de pieces ayant amené au moins une fois pile
au cours des n premieres parties, ainsi que le nombre minimum moyen de
parties qu’il faut jouer pour que chaque piece amene au moins une fois pile.

Pour n = 1,2,..., considérons la variable aléatoire &', égale a 1 ou 0
suivant qua la ni®™° partie la i°™° picce a amené pile ou face. On fait
I'hypothese que les variables aléatoires &' (i = 1,2,...,a; n = 1,2,...)

sont indépendantes et ont la méme loi : %(80 +e1).
Appelons Y,, le nombre de pieces ayant amené pile pour la premiere fois
A la n'®™° partie et X,, le nombre de pidces ayant amené au moins une fois
pile au cours des n premieres parties. On a les relations X,, =Y, +---+Y,,
et 'Y, = ZieAn £7, oul A, est 'ensemble des i tels que & = -+ = §f_1 = 0.
a) Montrer que card A,, = a — X,,_1. En déduire & 'aide de I’exercice 6
la relation E[X,,] = 1E[X,,_1] 4 (a/2). Calculer E[X,,].
b) Pour n fixé et 1 < i < a appelons Z; la variable prenant la valeur 1 ou
0 suivant qu’au cours des n premiéres parties la i'*™ pidce a donné au moins
une fois pile ou non, soit Z; = sup;<p<, 52- .Onaaussi X,, =21 +---+2,.
Montrer que les Z; sont indépendantes (pour n fixé). Trouver leur loi et en

k a—k
1 1
déduire que : P{X,, = k} = (Z) <1 - 2—n> (2_”) . Retrouver la valeur
de E[X,,] et calculer Var X,.
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9. — A Tl'entrée d’un restaurant, n personnes donnent leurs chapeaux

a la consigne. Apres le repas, elles trouvent leurs chapeaux completement
mélangés et chacune prend un chapeau au hasard. On désigne par Xj
(k=1,2,...,n) lavariable aléatoire qui prend la valeur 1, si la k'*™° personne
récupere son chapeau et a 0 sinon. On pose S,, = X1+ --+X,,, qui représente
le nombre de personnes qui ont récupéré leur chapeau.

a) Construire un espace probabilisé décrivant cette expérience.

b) Calculer E[S,] et VarS,,.

c) Montrer que la probabilité pour que S,, soit au moins égal a 11 est
au plus égale a 0,01 et ceci quel que soit n > 11.

10. — Soit (X, Y, Z) un triplet de variables aléatoires vérifiant X +Y +
Z = 1. On suppose que I'on a : Var X < VarY < Var Z < +o00. Montrer que
a) la variable Z est en corrélation négative avec X ainsi qu’avec Y ;
b) T'on a Cov(X,Y) > 0 si et seulement si Var X + VarY < Var Z;
c) Pon a: |Cov(X, Z)| < |Cov(Y, Z)|.

11. — Une variable aléatoire X, de loi inconnue, a une espérance
mathématique p = 10 et un écart-type o = 5. Montrer que pour tout n > 50
la probabilité de 1’évenement {10 —n < X < 10 + n} est au moins égale
a 0,99.

12. — Soit X une variable aléatoire. Montrer que si E[|X|] = 0, alors
X =0 p.s. On a la méme conclusion en supposant E[X?] = 0.

13. — Soient a, b deux nombres réels strictement positifs. On pose :
b 1,1  1\7-1
A=210 Go-Va, H=[(-+35)]
2 2\a b

Montrer que H < G < A et que G = vV AH. (G est la moyenne géométrique
de Aetde H.)

14. — Soit X une variable aléatoire a valeurs positives telle que E[X] <
+00, E[1/X] < 4+00. Montrer que E[X]|E[1/X] > 1.

15. — Soient X une variable aléatoire et » un nombre réel strictement
positif tels que E[|X|" ] < +o00. Montrer que P{|X| > n} = o(1/n"), lorsque
n tend vers +o00.

16. — Soit (X3, Xo,Y7,Y2) un systéeme de quatre variables aléatoires
admettant un moment du second ordre. Montrer que si (X7, X2) est indépen-
dant de (Y7, Y2), alors Cov(X; + Y7, X5 4+ Ys) = Cov (X7, X2) + Cov(Y7, Ya).

17. — Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires indicatrices sur un
espace probabilisé (2,2, P), c’est-a-dire X = I4, Y = Ip, oun A, B € 2.
Montrer que X et Y sont indépendantes si et seulement si elles sont non
corrélées.
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18. — Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires tel que Var X =
VarY < 4o00. Montrer qu’alors les variables aléatoires X +Y et X —Y sont
non corrélées.

19 (L’espérance comme approximation d’un parametre). — Une urne
contient des boules numérotées de 1 & N. On effectue n tirages (avec remise)
et I'on désigne par X le plus grand numéro amené. On peut considérer X
comme une variable aléatoire a valeurs dans {1,..., N}, dont la fonction de
répartition et ’espérance sont données par

k\n
P{X <k} = P{les n nombres amenés sont < k} = <N> (ke{l,...,N}).

E[X] = le{x > k) = Z:l(l—P{X <k})=N- % Zlkn
k=0 k=0 k=0

N-1
Or > k™ ~ N"™/(n+1), dott E[X] ~ (n/(n+ 1))N. On voit que pour
k=0

de grandes valeurs de n lespérance E[X]| fournit une bonne approximation
du nombre N de boules de I'urne. (En pratique, pour estimer N, on prendra
plutot X, le plus grand numéro amené, que E[X].)

20. — Soient (2,2, P) un espace probabilisé, A, B deux éléments de 2
et 14, Ip les fonctions indicatrices de A, B.
a) On a Cov(la,Ip) =P(ANB)—-P(A)P(B).
a) Cov(la,Ip) =0 si et seulement si A et B sont indépendants.
B) Cov(lae,Ip) = —Cov(la,Ip) (noter que Igc =1—14).
b) On a 0?(I4) = Var(I4) = P(A)(1 —P(A)), d’ott Var(Iac) = Var(I4).
c) Si 0 < P(A),P(B) < 1, on peut définir le coefficient de corrélation
linéaire du couple (14, ) (voir §7). Alors
) T({ge,Ig) = —r(1a,IB);
B) r(Ia,Ig) = 1 si et seulement si B = A et r(I4,Ig) = —1 si et
seulement si B = A°.
Cet exercice ne contenant que de simples vérifications est donné sans démons-
tration.

21. — Soit X une variable aléatoire de Bernoulli : geg + pe1 (p,q >
0; p+qg=1).
a) Si p # q, alors X admet une médiane et une seule M, égale a 0 si
p < q, égale a 1sip>q.
b) Sip=¢q= %, tout nombre de l'intervalle [0, 1] est une médiane de X.



CHAPITRE 9
FONCTIONS GENERATRICES

Dans ce chapitre, on étudie plus particulierement les mesures de probabi-
lité discretes portées par les entiers positifs et les variables aléatoires ayant
pour loi ces mesures. Comme il sera expliqué, on peut ainsi envoyer bijec-
tivement ces mesures sur des séries de puissances et utiliser ensuite 1’ana-
lyse classique des séries pour calculer les valeurs caractéristiques de ces lois,
comme l’espérance mathématique et les moments.

1. Définitions. — On désigne par 91 ’ensemble des mesures de proba-

bilité de la forme -
P= Z [e 7R
i=0

et par 9 l'ensemble des variables aléatoires réelles (discretes) définies sur
un espace probabilisé (2,2, P) et dont la loi de probabilité appartient a 9.
Suivant la définition donnée au chapitre précédent, le produit de convolution
de P par la mesure de probabilité Q = Z;io B; €; est la mesure de probabilité

i=0 j=0
On peut encore écrire :

o) k
P*Q227k5k7 avec %Zzazﬁk—z’ (k> 0).
k=0 1=0

ProproSITION 1.1. — Sotent P, Q, R, ... des mesures de probabilité de
la classe MM ; on a les propriétés :
(i) PxQeMM;
(ii) P+xQ=Qx*P;
(iii) P+(Q*R)=(Px*xQ)=*R;
(iv) Pxeg=eo*xP =P;
(v) &0 ¥ Em = E(nym) pour n>0 et m>0.

Ces propriétés résultent immédiatement de la définition du produit de
convolution qui prend la forme (1.1) pour les mesures de probabilité appar-
tenant a 9.
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D’apres (iii) on peut poser pour tout P € 9
pl* =P et P =P« P~ D* pour n > 2.
En particulier
et =ep pour tout n > 1.

La proposition suivante est alors une conséquence de cette derniere pro-
priété et de la Proposition 3.2 du chapitre 8.

PROPOSITION 1.2. — Soit P une mesure de probabilité appartenant a IN.
La somme S,, de n (n > 1) variables aléatoires réelles, discrétes, mutuelle-
ment indépendantes et de méme loi égale a P a pour lov de probabilité P™.

Désignons par M(s) 'ensemble des séries de puissances a une indéter-
minée s dont les coefficients sont réels, positifs et de somme 1; soit, par

conséquent,
o oo
M(s) = {Z ;8" a; >0, Zai = 1}.
i=0 i=0

De nouveau, la proposition suivante est une conséquence immédiate de la
définition du produit de convolution pour les éléments de 91, en se rappelant
que dans IM(s) le produit de deux séries de puissances respecte les regles
usuelles de distributivité pour le produit de deux sommes et le calcul sur les
puissances : s's? = s,

PROPOSITION 1.3. —  L’application P +— Gp(s), qui, a la mesure de
probabilité P = Zfio a;€;, de la classe M fait correspondre la série de
puissances

(1.2) Gp(s) = Zai s,
i=0

est une bijection de MM sur M(s) satisfaisant
(1.3) Gpsq(s) = Gr(s) Gq(s),
pour tout P, Q appartenant a la classe 9.

La série de puissances Gp(s), donnée en (1.2), est appelée fonction
génératrice de la mesure de probabilité P. Si X est une variable aléatoire
dont la loi P appartient & 9, on note aussi Gx(s) la fonction génératrice de
la loi P et par abus de langage on parle de fonction génératrice de la variable
aléatoire X.

Remarque. — La fonction génératrice Gp(s) = Y .oja;s" converge

absolument et sa somme Gp(s) est une fonction continue de s dans 'intervalle
[—1, +1] pour s réel (resp. dans le disque |s| < 1 pour s complexe). Elle admet,
d’autre part, des dérivées de tous les ordres que ’on obtient comme sommes
des séries dérivées, pour tout s tel que |s| < 1. On pourra ainsi faire appel aux
techniques de dérivation et d’intégration des séries de puissances pour obtenir
des propriétés sur les valeurs typiques comme ’espérance mathématique ou
les moments.
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THEOREME 1.4 (théoréme d’unicité). — La fonction génératrice d’une
variable aléatoire (a valeurs entiéres positives) détermine la loi de cette
variable. En d’autres termes, si deux variables aléatoires (a valeurs entiéres
positives) admettent méme fonction génératrice, alors elles ont méme loi.

Démonstration. — Soit X une variables aléatoire a valeurs dans N. Posons
pr = P{X =k} (k> 0) et désignons par G(s) la fonction génératrice de X,
soit

(1.4) G(s)=> prs".

k>0

Nous allons montrer que 'on peut déterminer la suite (pg) (K > 0) a partir de
la fonction G. En effet, on a, en se servant du fait que I'on peut dériver (1.4)

terme & terme dans l'intervalle | — 1, +1] :

G(0) = po;

G'(s) = Z kpps®t = Z kprs® 1, G'(0) =p1;
k>0 k>1

G"(s) = k(k—Dpes™>=> k(k— pps"2, G"(0) = 2py;
k>0 k>2

GM(s)=> k(k—1)...(k—n+1)pps""

k>0

=) k(k—1)...(k—n+Dpes*, GW(0)=nlp, (n>0).
k>n

On a donc, pour tout n > 0, I'identité G (0) = n!p,, ; d’ot il résulte que la
connaissance de G détermine celle de la loi (px) (k> 0) de X. []

2. Propriétés. — Donnons tout d’abord une premiere propriété montrant
que l’espérance mathématique d’une variable aléatoire de la famille 9t peut
aussi se calculer a I'aide de la série de terme général P{X > i} (i > 0).

PROPOSITION 2.1. — Soit X une variable aléatoire de la classe ON'. Alors
l’identité
(2.1) Y iP{X =i} =) P{X >i},
i=1 i=0

est valable dans la demi-droite achevée [0,+00]. Si l'une des séries figurant
dans cette identité est convergente, il en est de méme de l’autre et la valeur
commune de leurs sommes est l’espérance mathématique E[X].

Démonstration. — Pour chaque i > 0 posons a; = P{X =i}. On a, dans
[0, +-o00],

(2.2) ZP{X>@'}:ZP{X21'}:Z<Z%).

i>0 i>1 i>1 j>i



102 CHAPITRE 9 : FONCTIONS GENERATRICES

Le dernier membre est une série double itérée, a termes positifs. En échan-
geant I'ordre des sommations, ce qui est licite en vertu du théoreme de Fubini,
il vient, toujours dans [0, +o0]

S(Xa)=3(X o) =D ey T

121 g2 j21 1<:i<j jz1
Remarque. — On peut démontrer la Proposition 2.1 comme suit : toutes
o0
les égalités étant dans [0,+o0], on a X = ) I;xs;, d’ou, en prenant
i=0

I'espérance mathématique et en intervertissant les signes E et Y (ce qui
est licite, toutes les quantités étant positives), il vient :

E[X] = ZE[I{XN-}] = ZP{X > i},

La précédente propriété suggere l'introduction d’une seconde fonction
génératrice associée a X et définie par :

(2.3) Hx(s) = ZP{X > i} s,

Si I’on considere s comme une variable réelle, cette série est convergente dans
'intervalle ouvert | — 1, 4+1[ et la relation fonctionnelle entre G x (s) et Hx (s)
est donnée dans la proposition suivante.

PROPOSITION 2.2. — Pour |s| <1, on a :
1-— G)((S)
Hx(s) = —————.
x(s) T
Démonstration. — Reprenons les notations de la démonstration de la

Proposition 2.1. Pour i > 1 le coefficient de s dans le produit (1 — s)Hx(s)
est égal & B; — B;_1, c’est-a-dire —q; et le coefficient de s° vaut By = 1 — a.
On a donc bien : (1 —s)Hx(s) =1—Gx(s). []

Si 'on connait 'expression de Gx(s) ou de Hx(s), on peut déterminer
I’espérance mathématique de X et de ses moments — du moins, dans
certaines conditions — comme on va le voir.

PROPOSITION 2.3. — La fonction génératrice Gx(s) admet une dérivée
a gauche G’y (1) en s = 1, si et seulement si E[X] existe et est fini, et l'on a :

(2.4) E[X] = G (1).

En outre, la fonction Hx (s) admet une limite a gauche Hx (1) en s =1, si
et seulement si E[X] existe et est fini, et l'on a :

(2.5) E[X] = Hx(1).
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Pour démontrer cette proposition, il est bon de faire appel au lemme
d’Abel, qu’on peut énoncer de la fagon suivante.

LEMME (Abel)
1) Sila série > a; (i > 0) est convergente de somme «, alors

T
oo (e ]
lim E aiszzg o = .
s—1-—0

oo

2) Siles o sont positifs et si lim > ;8" = a < 400, alors

s—1-0,=¢
o)

Z a; = (.
=0

Démonstration

oo
1) Il s’agit de montrer que h{n O‘Z ai(s' — 1)‘ = 0. Comme la série de

terme général «; converge, a tout € > O on peut associer N (e) tel que pour

tout N’ > N on ait } > ai‘ < ¢/4. Choisissons un tel N ; il vient
N<i<N’

‘Za13—1‘<‘2azs—1’+’ Z ozls—l‘

i=N+1
Or pour tout s € [0,1] on a

N
D outs’ = ] £ MN [ 1] ot M = o < o,
gl 0<i<N

N
~ €
de sorte que, pour s suffisamment voisin de 1, on a : ‘Z a;(s" — 1)) <3
i=0

Pour majorer le second terme du membre de droite, on effectue la sommation
par parties (précisément due & Abel). En posant A; = > ay, il vient :

k>
‘Zals—ll—’ZA AH_l(S—l)‘
i=N-+1 i=N+1
- ’ANH(SNH D+ Y A s
i=N-+2
C |gN+1 € N+1
< £ 1+ <
1ls [+357 <3

On obtient finalement ’Z a;(s" — 1)| < e pourvu que s soit suffisamment
voisin de 1. =0

2) Puisque Zasi < Zaz pour 0 < s < 1 le cas @ = 400 est
=0 [
évident. Supposons « fini. D’ apres I’hypothese, on a E a;s" < a < 400 pour
1=0
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n
0 < s < 1; on en déduit, pour tout n > 1, 'inégalité > «; < a. Comme
>~ «; est une fonction de n bornée et croissante, elle tend vers une limite,
i=0
soit o’. On peut alors appliquer la premiere partie du Lemme et en déduire
o =a. |[]

La démonstration de la Proposition 2.3 se présente alors ainsi : si E[X]
est finie, alors la série ) ia; a une somme finie. Pour |s| < 1 on peut dériver

terme & terme la série > «v;s%, pour obtenir G (s) = > ia; s~ 1. La premicre
% i=1 00

partie du lemme d’Abel entraine alors liranG’X(s) = > ia; = E[X]. Si

s—1—

00 . i=1
lim i st = lignoG’X(s) = q, la seconde partie du lemme d’Abel
s—1-0,23 s—1-

o0
entraine que la somme Y iq; est égale & «, fini ou infini. La relation (2.4)

est donc satisfaite. i=0
1-G Gx(1) -G
Pour |s| < 1,ona Hx(s) = - x(s) _ x( i x(s)
s s

s < o < 1. Comme Hx(s) et G'x(s) sont monotones, elles ont les mémes
limites en 1, finie ou infinie. []

= G'x(0), pour

Les propositions suivantes se prouvent de facon analogue. Nous ne repro-
duisons pas leur démonstration.

PROPOSITION 2.4. — La fonction Gx(s) admet une dérivée a gauche

Gg?)(l) d’ordre r (r entier strictement positif) en s = 1, si et seulement si
le moment factoriel d’ordre r, a savoir E[X (X —1)...(X —r+1)|, existe et
est fini. On a alors :

(2.6) EX(X-1)...(X —r+1)]=G6Y1);
en particulier, pour r =2, on a :
(2.7) EX(X —1)] = Gx(1) =2 Hx(1);

et par conséquent :
(2.8) Var X = G% (1) + Gy (1) — (G (1))
— 2 H' (1) + Hx (1) — (Hx (1))

PROPOSITION 2.5. —  Supposons que la fonction Gx(s) puisse étre
développée en série de Taylor au voisinage de s = 1, ou, ce qui revient au
méme, que la fonction G x(1+u) admette un tel développement au voisinage
de u = 0. Alors le moment factoriel d’ordre r > 1 apparait comme coefficient
de u” /r! dans ce développement, c’est-a-dire,

Gx(1+u) =1+ S EX(X — 1), (X —r+ 1)L

r!
r>1
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3. Somme de variables aléatoires. — On examine d’abord le cas ou
le nombre de termes de cette somme est fixé, puis celui ou ce nombre est
lui-méme aléatoire.

PROPOSITION 3.1. — Si X et Y sont des variables aléatoires indépen-
dantes, alors
(3.1) GX+Y(5) = Gx(s) Gy(s).

Démonstration. — En effet, si P et Q sont les lois de probabilité de X
et de Y, alors la loi de X + Y est P x Q. La proposition résulte alors de la
Proposition 1.3. []

COROLLAIRE. — 51 X1, Xo, ..., X,, sont des variables aléatoires mutuel-
lement indépendantes et de méme loi, dont la fonction génératrice est G(s),
alors la fonction génératrice de S, = X1 + Xo + -+ + X, est donnée par :

(3.2) Gg, (s) = (G(s))n.

Nous étudions maintenant le cas ou l'on prend un nombre aléatoire de
variables aléatoires. Soit (X,,) une suite de variables aléatoires mutuellement
indépendantes, de méme loi Px € 9, dont la fonction génératrice est Gx(s)
et toutes définies sur un méme espace probabilisé (2,2, P). Soit de plus N
une variable aléatoire, définie sur le méme espace, indépendante des X,,, de
loi Py € 9t et dont la fonction génératrice est Gn(s). On pose Sy = 0,
Sp=X1+---+ X, (n>1) et I'on considere la variable aléatoire :

Sy iw — SN(W)(Q)) = Xl(w) + "'+XN(w)(W)-

En fait, pour définir Sy, il faut introduire un produit (infini) d’espaces
probabilisés, mais seul le calcul de la fonction génératrice de Sy nous importe
ici.

Pour tout entier j > 0, on peut écrire

{Sv=7}=> {Sv=4 N=n}=) {Xi+ - +X,=j, N=n}.
n=0 n=0

Ceci montre, en particulier, que Sy est une variable aléatoire, puisque
le second membre est une réunion dénombrable d’évenements. Comme les
variables X, sont indépendantes de IV, chaque variable 5,, est indépendante
de N. On en déduitooz

P{Sy =j} =Y P{Sx =4, N =n}

=Y P{S,=j, N=n} =) P{S,=j}P{N =n}.
n=0 n=0
D’ou
Gsy(s) = P{Sy = j}s’ = Z(Z P{S, = j} P{N = n})sj.
=0

7=0 n=0
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En échangeant 'ordre des sommations, on obtient :
Gsy(s)= > PN = n}(Z P{S, = j} sj>
n=0 j=0
= Z P{N =n}(Gx (s))n [d’apres le corollaire précédent]
n=0

=G N (G X (8 )) .
On a démontré ainsi la proposition suivante.

PROPOSITION 3.2. —  La fonction génératrice de la somme Sy =
X1+ -+Xn, ou N est une variable aléatoire a valeurs entieres, indépendante
de la suite (X,) (n > 1), est la fonction composée :

(3.3) GSN(S)ZGN(Gx(S)) ZGNOG)((S).

4. Le théoréme de continuité

THEOREME 4.1. — Donnons-nous une suite (pnx, k > 0) (n > 0) de

lois de probabilité sur N et une suite (ax, k > 0) de nombres positifs vérifiant
> ar < 1. Posons :

k=0 Gn(u) = anykuk (n>0) et G(u) = Z auk.

k>0 k>0

Alors les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
a) Pour tout k>0 on a: lim p, = oy ;
n—oo

b) Pour tout u €]0,1] on a : lim G,(u) = G(u).

Démonstration
a) = b) : soit u €]0, 1[; pour tout € > 0 il existe un entier N(¢) tel que

S uF <e. Dela
k>N

N
Ga(u) = G@)] <D Ipage — ] [ul® < Ipag — anl + Y uh.
k=0

k>0 k>N

N
D'ou |Gy (u) — G(w)| < > |pn.k — ak|+e. En maintenant N fixé et en faisant

tendre n vers 'infini, on obtient le résultat, le nombre € > 0 étant arbitraire.

b) = a) : le procédé diagonal classique montre que de toute suite
(P,) = ((pn.k, k> 1)) (n > 1) de lois de probabilité sur N on peut extraire
une sous-suite (P,/) convergente, c’est-a-dire, telle que pour tout & > 0 la

limite lim p,; existe.
n’—oo ’

Si (P,) admet deux sous-suites convergentes (P,/) et (FP,~), on aura, en
vertu de la partie a) = b) du théoreme :
lim G, (u) = G(u), lim G, (u) = G(u).

n’—oo n’’ —oo
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Ainsi les limites de deux sous-suites convergentes ont méme fonction généra-
trice; comme la fonction génératrice d’une suite détermine cette suite, toutes
les sous-suites convergentes convergent vers la méme limite. Donc pour tout

k >0 la limite lim p, j existe. Appelons-la ay. La suite (o, k > 0) a alors
n—oo

pour fonction génératrice G(u). []

Dans le cas ou la limite (ag, & > 0) est elleeméme une loi de probabilité
sur N, on peut énoncer le résultat suivant.

THEOREME 4.2. — Donnons-nous une suite (X,) (n > 1) de variables
aléatoires a valeurs dans N et une variable aléatoire X a wvaleurs dans N.
Notons (pn.k, k > 0) la loi de X,, et G,,(u) = E[uX"] sa fonction génératrice,
enfin (ag, k > 0) la loi de X et G(u) = E[uX] sa fonction génératrice. Alors
les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

a) Pour tout k>0 on a : nllngopn,k = ay (X, tend vers X en loi)*;

b) Pour tout u €]0,1] on a : lim G,(u) = G(u).

COMPLEMENTS ET EXERCICES

1. — Déterminer 'expression de la fonction génératrice des lois binomiale

B(n,p), de Poisson y, géométrique Y, -, pg* 1 ex.

2. — Soit X une variable aléatoire de loi géométrique », -, " peg
(0 < p < 1l,g=1-p). Montrer que tous les moments factoriels de X
existent ; les calculer; étudier le cas particulier p = %

3. — Retrouver, en utilisant la technique des fonctions génératrices, les
identités de convolution :

B(n7p)*B(m7p):B(n+m7p)7 TN X Ty = T 4p-

4. — Toujours au moyen de la technique des fonctions génératrices, évaluer
E[X], Var X, lorsque X suit respectivement la loi B(n,p) et la loi 7.

a,b
5. — Onpose:F(a,b,c;s):2F1< . ,s) :T;)(CTE‘

b
a) Vérifier que l'on a F'(a,b,c;s) = CL—F(a +1,b+1,c+ 1;5).
c

L ¢f. Théoreme 6.1 du chapitre 16.
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M\ (N—M
b) La loi hypergéométrique H(n,N,M) = ZM%, ou k

N
varie dans l'intervalle [max{0,n — (N — M)}, min{n, M }| a pour fonction
génératrice

(=N + M), < —M,—n
—2F1 S
(—=N),, N-M-n+1
(n—N+M+1)N_nSn_N+M F(_N+n’_N+M-s>

(n+1)n_n 2 n—N+M+1 ")

>,$n§N—M;
Gr(s) =

sin> N — M + 1. La loi hypergéométrique doit son nom a cette propriété.
Noter que Gy (s) est symétrique en n et M.

¢) En déduire, tout en utilisant l'identité de Chu-Vandermonde, que
I'espérance mathématique d’une variable hypergéométrique (égale & G4 (1))
vaut nM/N.

d) Vérifier que la dérivée seconde de G (s) en s = 1 est égale a

M(M —1)n(n—1)
N(N —-1)
En tirer que la variance d’une variable hypergéométrique est donnée par

nM(N — M) n—1
x =" |
Var e N1
6. — Soit G(s) la fonction génératrice d’une variable aléatoire X € 0.

Trouver la fonction génératrice des variables X + b et aX, ou a, b sont des
entiers positifs.

7.— En désignant par G(s) la fonction génératrice d’une variable
aléatoire X de la classe M’, donner, en fonction de G(s), lexpression de
J(s) = >0 Uns", lorsque u,, est respectivement égal a :

a) P{X <n}; b)P{X <n}; ¢ P{X>n}; d)P{X >n+1};

e) P{X = 2n} pour tout n > 0.

8. — Un sac contient une boule blanche et deux boules rouges. On répete
une infinité de fois 'opération qui consiste a tirer une boule, la remettre dans
le sac si elle est blanche, I’éliminer si elle est rouge. On appelle X, la variable
aléatoire prenant la valeur 0 ou 1 suivant qu’a la n'®™° opération on a tiré
une boule rouge ou blanche et I'on pose : R,, = {X,, =0} et B,, = {X,, = 1}.

a) Soit T l'instant ou 'on a tiré la premiere boule rouge (73 est ainsi
le plus petit entier m > 1 tel que X,, = 0). Calculer P{7T} = m} (m > 1) et
la fonction génératrice de 7. En déduire que > -, P{T1 = m} =1 et les
valeurs de I'espérance mathématique et de la variance de 7.

b) Soit Ty linstant ou l'on a tiré la deuxiéme boule rouge. Calculer
P{Ty =m, To = n} pour 1 < m < n.
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c¢) En déduire P{T; = n}. Calculer la fonction génératrice de T5.
Montrer que presque strement T, est fini. Calculer E[T5] et Var 7.

d) A laide de ce qui précede, calculer P{X,, = 0} et en déduire la loi
de X,,.

9. — On garde les mémes hypotheses que dans la Proposition 3.2. Montrer
que si X; et N ont une espérance et une variance finies, il en est de méme
pour Sy et que

E[Sy] = E[N]E[X;] et VarSy =E[N] Var X; —|—VarN(]E[X1])2.

10. — Dans une réaction nucléaire, une particule élémentaire provoque
I’apparition de X; particules de méme nature, dites de premiere génération.
La i®m° particule de la premiére génération engendre, indépendamment
des autres, & particules (i = 1,2,...,X1); le nombre de particules de la
deuxieéme génération est donc Xo = &1 + -+ + 5}(1. Les variables aléatoires

X, et &' sont définies par récurrence de la méme fagon : la taille de la
ieme -ieme

n génération est X,, et &' le nombre de descendants de la i particule
de la n'®™° génération.

Pour n > 1 on a donc la relation : X,41 = &' + -+ + &% . On fait
I'hypothese que pour tout n > 1 les variables aléatoires X,,, &', ..., §'y sont

indépendantes et que les £* ont toutes méme loi que X;. On désigne par G(s)
la fonction génératrice de X;.
a) Soit G, (s) la fonction génératrice de X,,. Montrer que

Gni1(s) = Gn(G(s)) = G(Gy(s)), pour n > 1.

b) Montrer que la fonction G(s) est croissante et convexe dans l'inter-
valle [0, 1].

c¢) On pose z,, = P{X,, = 0} = G,,(0); montrer que la suite (z,) (n > 1)
est croissante et que sa limite z est la plus petite solution comprise entre 0
et 1 de I’équation :

() G(&) =¢.

d) Soit p = E[X;] le nombre moyen de descendants d’une particule. On
suppose G(s) # s; a l’aide de b) montrer que :

(i) si p <1, la seule racine de I’équation (*) comprise entre 0 et 1 est
E=1;doncx=1;

(ii) si p > 1, Iéquation (*) admet une solution unique £ telle que
0<¢<1;0nadone: x=¢.

e) Interpréter x et le résultat précédent.

f) Soit 02 = Var X;. En établissant des formules de récurrence, calculer
E[X,,] et Var X,, en fonction de u et .

g) Calculer G, (s) dans le cas ou Px, = qeg +pe1 (p+q=1).
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11. — On reprend les notations de 'exercice 8 du chapitre précédent.
Soit T' le plus petit entier tel que Xp = a. Calculer t, = P{T > n}
(n > 0). Trouver l'expression de la fonction génératrice H(s) = > < tns".
En déduire E[T]. N

12. — 1l est souvent possible de calculer explicitement les termes d’une

suite (u,) (n > 0) si sa fonction génératrice U(s) = > u,s™ a une forme
n>0

analytique particuliere, par exemple si c’est une fraction rationnelle. Soit
U(s) = P(s)/Q(s) une fraction rationnelle irréductible telle que Q(0) # 0.
On appelle sq, ..., s, les racines (réelles ou complexes) de Q(s) et 71, ...,
Tm leur ordre de multiplicité. On suppose d’abord que le degré de P(s) est
strictement inférieur a celui de Q(s). La décomposition de U(s) en éléments
simples a donc la forme :

us) =Y Y (sii?s)ﬂ

1<i<m 1<j<r;

a) Montrer que a;,, = 73! P(s;)/Q")(s;).
b) Montrer que pour |s| < ) <1n<f |s;| la fonction U(s) se développe en
<i<m

série entiere

U(S)Zzunsn7 avec Uy = Z Z aij(_l)j(i)!nsinj7

n>0 1<i<m 1<5<r;

ou l'on a posé (j), =j(j+1)...(j +n—1). On obtient ainsi une expression
exacte pour U,.

¢) On suppose maintenant qu’il existe une racine et une seule, s1, qui
soit strictement plus petite en module que les autres racines, i.e., |s1]| < |s]
pour ¢ = 2,...,m. Montrer qu’on a alors

(7’1)” S—n—rl

un ~Y a']-rl (_1)T1 n‘ 1 9

lorsque n tend vers 'infini.
d) Montrer que le résultat de c¢) subsiste lorsque le degré de P(s) est
supérieur ou égal a celui de Q(s).

13. — On effectue une suite de parties de pile ou face. Soit u,, (n > 1) la
probabilité de ne pas avoir trois fois «face» a la suite au cours des n premieres
parties.

a) On a évidemment u; = uy = 1 et 'on pose ug = 1. Montrer que pour
n > 3 on a la relation de récurrence :

1 1 1
Up = §un—1 + Zun—Z + gun—S-
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b) On pose U(s) = > uys™. En déduire I'identité :
n>0
252 + 45+ 8

U(S):8—4s—282—83'

c) On montrera que le dénominateur Q(s) = 8 — 4s — 25% — 53 a une
racine strictement positive s; = 1,087... et deux racines complexes dont
le module est strictement plus grand que s;. (En effet, pour |s| < s1, on a
|45 + 25% + s3] < 4s1+2s7 + 53 = 8 et I'on a la méme inégalité pour |s| = s1,
S # $1.)

d) Utiliser la technique du précédent exercice pour évaluer u,,.

14. — Cet exercice commenté, qui n’utilise que des techniques de ce
chapitre, est donné sans solution. On y retrouve un cas tres particulier du
théoreme dit des renouvellements (cf. Feller (op. cit.), chap. 13).

On considere une lampe électrique dont la durée de fonctionnement T
est une variable aléatoire a valeurs entieres. Les probabilités d’extinction
fo = P{T' =k} (k =1,2,...) sont données et vérifient > , -, fr = 1. A
I'instant initial ¢ = 0, la lampe est neuve. Dés qu’elle s’éteint, on la remplace
par une lampe neuve du méme type; et ainsi de suite... On définit une suite
de variables aléatoires (X,,) (n = 1,2,...) comme suit : X,, = 1 ou 0, suivant
qu’a 'instant n il faut procéder a un remplacement ou non. Par hypothese,
onadonc: P{X; =1} = fi,pus P{X; = =X,.1 =0,X,, =1} = f,
pour n > 2 et enfin P{Xy; = - =X,,_1 =0,X, = 1| Xy =1} = fr_k
pour 1 <k <n-—1.

a) En posant u,, = P{X,, = 1} pour n > 1 et aussi up = 1, fo =0, on a
pour n > 1 I’équation de convolution

Up = Z fk:un—k:-

0<k<n

En effet, si 'événement {X,, = 1} est réalisé, ou bien, on n’a jamais changé

de lampe avant l'instant n et 'événement {X; = --- = X,, 1 =0, X,, = 1}
est réalisé, ou bien, pour un certain k tel que 1 < k < n — 1, ’évenement
{Xk =1, X441 == X,—1 =0,X,, = 1} est réalisé. La probabilité de ce
dernier évenement est égal a

P{Xk—H == Ap_1 :O,Xn: 1‘Xk :1}P{Xk :1}:fn_kuk.
D,Ofla Up = P{Xn = 1} = fn + Z fn—k:ukz = Z flcun—k~

1<k<n—1 0<k<n
b) Pour |s| < 1, on pose F(s) = Y fis* et U(s) = > u,s".
k>0 n>0

La précédente équation de convolution entraine évidemment l'identité :
U(s)(l — F(s)) = 1. On suppose maintenant que fj est nul pour k assez
grand, de sorte que F(s) est un polynéme et donc que Q(s) =1 — F(s) n’a
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pas de racine dont le module est strictement plus petit que 1. On suppose, de
plus, que 1 est la seule racine de module 1 de Q(s). Comme le polynome F'(s)
n’a que des coefficients positifs de somme 1, le nombre 1 est racine simple
de Q(s). En utilisant les techniques de 1’exercice 12, on peut donc déduire
que lim, u, = 1/p, ot p = > kfy est la durée moyenne de fonctionnement
d’une lampe. k21

15. — Peut-on piper deux dés a six faces de sorte que la somme des points
soit équirépartie sur {2,...,12}7

16. — On lance un dé parfait n fois de suite. Montrer que la probabilité
pour que la somme des points amenés soit égale a k est o /6", ou ay est
le coefficient de s dans le polynome (s + s2 + --- + s5)". Calculer cette
probabilité.

17. — Calculer le moment factoriel d’ordre r (r > 1) d’une variable
aléatoire de Poisson de parametre A (A > 0).

18. — Soit (X1, Xs,...,X,) (r > 1) un systeme de r variables aléatoires
indépendantes identiquement distribuées selon la loi géométrique de para-
metre p (0 < p <1). On pose S, = X7 +---+ X, et 'on désigne par I1(r, p)
sa loi de probabilité (c’est la loi de Pascal, ou binomiale négative).

a) Déterminer la fonction génératrice de S,.
b) En déduire la loi de probabilité II(r,p) de S,.
c) Montrer que, pour tout couple d’entiers 71, ro > 1 et tout p (0 < p <
1),on a:
II(ry, p) * Il(rz, p) = I(ry + 72, p).
n
19. — Soit X une variable aléatoire de loi k > — &,, ou # désigne un
n>1
parametre donné appartenant a |0, 1[ et & un parametre strictement positif.
a) Déterminer la valeur du parametre k en fonction de 6.
b) Déterminer la fonction génératrice G(u) = E[uX]; préciser son
domaine de définition.
c) Déduire de b) les valeurs de E[X] et de Var X.

20 (Le cueilleur de champignons)?. — On désigne par N le nombre
de champignons ramassés par un cueilleur durant une période fixée. On
suppose que N est une variable aléatoire a valeurs dans {1,2, ...} de fonction
génératrice GG. On suppose, de plus, que la probabilité pour qu'un champignon
cueilli soit comestible est p. En faisant les hypotheses d’indépendance qui vont
de soi, montrer que la probabilité pour que tous les champignons ramassés
soient comestibles est G(p).

2 Cet exercice qui nous a été communiqué par Anatole Joffe fait partie du « folklore» des
probabilistes traitant des fonctions génératrices.



CHAPITRE 10
MESURES DE STIELTJES-LEBESGUE.
INTEGRATION DES VARIABLES ALEATOIRES REELLES

Nous avons déja remarqué a propos de la discussion sur la loi géométrique
au chap. 7, § 4, que ’étude probabiliste de la premiere apparition de «pile
au jeu de «piley ou «face» nous amenait a considérer I’ensemble de toutes
les suites infinies d’issues possibles. Si 'on identifie ’ensemble des issues
d’une partie au doubleton {1,0}, on est ainsi conduit & considérer I’ensemble
des suites infinies w = (01,d2,...), ou le terme général o vaut 1 ou 0.
Or cet ensemble a la puissance du continu (il peut étre mis en bijection
avec l'ensemble des nombres réels). On verra, dans les exercices 1-7 du
présent chapitre, comment probabiliser un tel ensemble, comment le munir
d’une tribu, puis comment définir sur cet espace probabilisable une mesure
de probabilité qui rende compte de notre intuition sur la pondération
d’évenements du type « “pile” sort exactement quatre fois dans les quinze
premieres parties». Il est étonnant que pour I’étude théorique d’un jeu de
hasard aussi simple, il faille recourir a des résultats profonds sur la théorie
de la mesure et en particulier au théoreme de prolongement de Carathéodory
(voir Théoreme 1.3 ci-apres).

Par ailleurs, pour parler valablement de lois de probabilité non discretes
sur la droite réelle, on ne peut éviter de parler de mesure de Lebesgue sur
'espace mesurable (R, B!). Nous avons donc été amenés a reproduire dans
les chapitres 10 et 11 des éléments de la théorie de la mesure qui permettent
de faire le lien avec ce qui a été dit jusqu’ici. Nous donnons d’abord quelques
notions sur les mesures et en plusieurs points I’exposé apparaitra comme
une redite de ce qui avait été développé pour les lois de probabilité. Nous
continuons par un exposé sur l'intégration des variables aléatoires par rapport
a une mesure et rejetons dans le chapitre suivant les propriétés relevant de
I'intégration par rapport a une mesure de probabilité, définissant ainsi la
notion d’espérance mathématique dans son cadre général.

1. Mesures. — Soit (€2,2) le couple formé par un ensemble non vide 2
et une tribu 2 sur cet ensemble. Un tel couple avait été appelé espace
probabilisable. On préfere parler d’espace mesurable, lorsqu’on souhaite définir
sur 2 non plus une mesure de probabilité, mais une mesure. Par ce dernier
terme, on entend une fonction p définie sur 2 & valeurs dans [0, +00]
satisfaisant aux axiomes suivants :
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(1) p(@) = 0;
(2) (axiome de o-additivité) si (A,,) est une suite d’éléments de la tribu 2,
deux a deux disjoints, alors

(1.1) u(i 4,) = iu(An»

Si A appartient a 2, le nombre (fini ou non) p(A) s’appelle la mesure de A.
Le triplet (2,2, 1) est appelé espace mesuré. La mesure p est dite finie (ou
bornée) si u(2) est fini. Par exemple, une mesure de probabilité est une
mesure finie telle que p(2) = 1. Nous verrons que certaines mesures, en
particulier la mesure de Lebesgue sur la droite R, ne sont pas finies, mais
qu’il existe une suite d’ensembles, tous de mesure finie, dont la réunion est

Q=R

Définition. — La mesure p est dite o-finie, s’il existe une suite (A,)
d’ensembles mesurables (i.e. appartenant & 2) telle que |, A, = Q et
w(A;,) est fini pour tout n. La mesure p est dite compléte, si tout sous-
ensemble d’un ensemble A de 2, de mesure nulle (i.e., u(A) = 0), appartient
aussi a 2.

Les propriétés suivantes ont été démontrées au chapitre 3 lorsque les
mesures sous-jacentes étaient des mesures de probabilité. Leurs démonstra-
tions sont quasiment identiques pour les mesures en général.

PROPOSITION 1.1. — Soient (A,,) une suite monotone d’ensembles de 2
et u une mesure sur (2,2A). Si Uune des deux conditions suivantes est
satisfaite

(i) la suite (A,,) est croissante;

(ii) la suite (A,,) est décroissante et il existe un entier m tel que u(A,,) soit
fini;
alors p(lim,, A,,) = lim,, u(A,).

PROPOSITION 1.2. — Soient (2, ) un espace mesurable et p une fonction
définie sur A a valeurs dans [0, 400] ayant les deuzr propriétés suivantes
(i) u(@)=0;

(ii) (additivité finie) pour tout A, B, disjoints, on a

(A + B) = p(A) + u(B).
Si elle satisfait, en plus, l'une des deux conditions suivantes

(iii) pour toute suite croissante (A,) d’ensembles mesurables, on a
lim,, u(A,) = p(lim, A,) ;

(iii") p est finie et lim, u(A,) = 0 pour toute suite décroissante (A,)
d’ensembles mesurables tendant vers () ;

alors p est une mesure sur (£2,21).

On définit également la notion de mesure sur une algébre 2. 11 suffit de
conserver ’axiome (1) et dans I’axiome (2) de supposer que (1.1) a lieu chaque

oo
fois que la réunion > A, appartient a lalgebre 2.
n=1
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Dans beaucoup de situations, on peut construire effectivement une mesure
sur une algebre et le probleme est de savoir comment on peut prolonger
cette mesure a tous les éléments appartenant a la tribu engendrée par cette
algebre. Le théoreme de prolongement suivant, avec sa méthodologie due a
Carathéodory, a la faveur des probabilistes.

THEOREME 1.3 (théoréme de prolongement). — Soit 2 une algébre de
parties d’un ensemble non vide ). Toute mesure yu sur U, o-finie, se prolonge
de fagon unique en une mesure fi, o-finie, sur la tribu T(A) engendrée par .

Nous esquissons seulement ici la démonstration dont 1'idée remonte a
Carathéodory.! On attribue tout d’abord & tout sous-ensemble A de  une
mesure extérieure notée p*(A) définie de la fagon suivante.

Pour tout A C Q désignons par H(A) 'ensemble de toutes les suites (A;,)
d’éléments de I’algebre 2 telles que A soit contenu dans la réunion (J,, 4, de
ces A,. L’ensemble H(A) n’est pas vide, puisque 2 € 2. On pose alors

' (A) = inf{ > i(An); (A,) € H(A)}.

On peut vérifier que cette fonction pu* a les propriétés suivantes :
a) p*(A4) =0, p*(0) = 0;
b) (monotonie) A C B = u*(A) < u*(B);
c) (sous-additivité) pour toute suite (A,,) de sous-ensembles de €2, on a :

p(JAn) <D u(An);

d) AeUA= p*(A) = pu4).
On dit qu’un ensemble A C ) est pu*-mesurable si, pour tout B C €2, on a la
relation

(1.2) W' (B) = u*(AB) + u* (A°B).

Notons 21* la classe des sous-ensembles p*-mesurables de 2. On peut montrer
que

e) A* est une tribu; de plus, la restriction ' de p* a la tribu 2A* est
aussi une mesure et elle est o-additive.

f) 2A* contient 2A, donc T(A).

Des propriétés e) et ) on déduit que la restriction 7z de p’ sur T(2A) satisfait
les conditions du théoreme de prolongement. L’unicité du prolongement peut
aussi étre démontrée. Dans le tableau suivant, nous schématisons la présente
construction. La fleche montante symbolise le premier prolongement, les deux
fleches descendantes les deux restrictions successives. Rappelons que 1’'on a :

A CTRA) C A CP(Q).

I Carathéodory (C.). — Vorlesungen iiber reelle Funktionen, 2. Auflage. — Leipzig,
Teubner, 1927.
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Fonction d’ensembles définie sur
mesure extérieure | p* PB(R)
mesure ! w 2A* tribu des ensembles p*-mesurables
mesure l I T(2A) tribu engendrée par A
mesure I 2 algebre

Donnons I’énoncé du théoreme de prolongement lorsque u est une mesure
de probabilité sur 2. Comme Q € 2A et pu(2) = 1, on a naturellement
() = u(Q) =1 et ainsi @ est une mesure de probabilité sur T(2).

THEOREME 1.4. — Soit P une mesure de probabilité sur une algébre A
de parties d’un ensemble non vide Q. Alors P se prolonge de fagon unique
en une mesure de probabilité P sur la tribu T(A) engendrée par .

Soient g une mesure sur un espace mesurable (©,%) et N un sous-
ensemble de . On dit que N est (u)-négligeable, si N est un sous-ensemble
d’un ensemble de mesure nulle appartenant a . Pour tout A € T et tout
ensemble N p-négligeable, posons

(AU N) = p(A).

On peut vérifier que la classe de tous les ensembles de la forme AU N est
une tribu ¥# contenant ¥ et que x est une mesure sur T#, qui prolonge la
mesure . La tribu T est appelée la tribu complétée de T pour p et p est la
complétée de .

On peut montrer que dans le théoreme de prolongement 1.3, la tribu
complétée T de la tribu T(A) pour i est contenue dans 2A*, c’est-a-dire
Tr C A*. Ainsi le théoreme de prolongement fournit nécessairement une
mesure complete.

2. Mesures de Stieltjes-Lebesgue sur la droite. — Pour appliquer
le théoréme de prolongement, il faut déja connaitre une mesure sur une
algebre 2. Le théoreme suivant a pour but de construire une classe importante
de telles mesures sur une algebre qui engendre la tribu borélienne de la droite.

On suppose donnée une fonction réelle F, de variable réelle, ayant la
propriété suivante : F est une fonction croissante (au sens large), continue a
droite en tout point x de R. On pose mEmOOF(:I;) =F(—00) et mginooF(x) =

F(400), ces deux nombres étant finis ou infinis. Si F(—oc0) = 0 et F(+o00) = 1,
on retrouve les propriétés d’une fonction de répartition.

Associons a F une fonction d’ensembles, notée F{-} définie sur la classe
Py des intervalles semi-ouverts de la forme Ja,b] (—o00 < a < b < +00), en
posant

(1.3) F{la,b] } = F(b) — F(a).

La propriété suivante est immédiate.
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PROPRIETE 2.1
(i) F{@} =0, F{]avb]} >0;
(ii) F{]a,b]} | 0, lorsque b | a;
(iii) F{-} est additive sur Py : si a < b <c, alors
F{la,c]} = F{la,b] } + F{]b,c] };
(iv) F{-} est monotone.

Montrons d’abord que F{-} est o-additive sur Py (prochaine Proposition)
et ensuite qu’elle se prolonge de facon unique en une mesure sur ’algebre
2 engendrée par Py (Proposition suivante), qui n’est autre que la classe des
réunions finies d’intervalles de la forme | — 00, d’], ]a, b], |a”’, +oo[. Enfin, en
utilisant le théoréme de prolongement, on en déduit une mesure sur (R, B!).

PROPOSITION 2.2. — La fonction d’ensembles F{-} est o-additive sur Py.

Démonstration. — Soit (U; =]a;,b;]) une suite d’intervalles de Py, dis-
joints deux a deux, tels que U = ), U; est encore un élément |a, b] de Py.
Pour tout n > 1, on peut, si nécessaire, renuméroter les intervalles de la suite
partielle (Uy,...,U,) de sorte que a < a; < by <--- <a, <b, <b. Alors

> F{lar, b} <D F{law, bl } + i F{Jbr, a1l } = F{lar, ba] }
k=1 k=1 k=1

< F{la, 0] } = F{U},

soit iF{Uk} < F{U}.
k=1

Pour démontrer 'inégalité inverse, remarquons d’abord que le théoreme
est trivial si @ = b. Si a < b, prenons € > 0 tel que ¢ < b — a et posons
V = [a + €,b]. Comme F est continue a droite, il existe, pour tout n, un
nombre ¢, tel que F(b, +¢,) — F(b,) < ¢/2", soit F{]b,,b, +¢,] } <e/2".

Posons V,, =|an, by +en[. On a Vy, D U,, dou U,V D2 U, Un =U =
la,b] D [a+ ¢e,b] = V. Par le théoréme de Borel-Lebesgue, il existe un entier

mn
ng tel que Lj Vi O V. En renumérotant les intervalles et éventuellement en

n=1 m
en laissant tomber, on voit qu’il existe un entier m tel que |J V,, D V, ou
n=1
les intervalles ouverts V,, =|ay,, b, + €,,[ ont la propriété suivante :

ay < a-+e, as < by + €1, a3<b2+52, ceey Q41 <bk+€k7

i cey Oy < b1+ Em—_1, b< by, +éem.
I1 en résulte

F{la+¢,b] } <F{la,bm +em] }
< F{lJa1,b1 +e1] } + F{]ag,ba + 2] } + - + F{|am,bm + m] }
< F{la1,b1] } + F{las, bo] } + -+ + F{]am, by }
+F{]b1,b1 +e1] } + F{]ba, b2 +e2] } + -+ - + F{]bm, by + m] }

< iF{]ak,bk]}%—i% < iF{]ak;bk]}+5a
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soit encore

F(b) —Fla+e) <Y F{lap,bi]} +¢,
k=1
et puisque F est continue a droite,

F(b) = F(a) = F{Ja,b] } < > F{lag, bl },

k=1
en faisant tendre € vers 0. []

PROPOSITION 2.3. — Il existe une mesure unique F{-} sur 2 telle que
si U € Py, alors F{U} = F{U}.

Démonstration. — Remarquons d’abord que tout intervalle de la forme
| — 00,d’] ou |a”, o[ peut s’écrire comme réunion dénombrable d’intervalles
appartenant a Py et deux a deux disjoints. Pour prolonger F{-} & I’algebre 2,
il suffit donc de montrer que si (U;) est une suite dénombrable d’intervalles
appartenant a Py, de réunion A, alors F{A} est complétement déterminée
par

F{A} = ZF{UZ-}.

En effet, si 'on a aussi A = ZjVj, ou les V; appartiennent a Py et
sont deux a deux disjoints, on peut écrire : U, = AU; = ZjVjUi et
Vi = AV; = . U;V;. Or chaque U;V; appartient a Py, puisque Py est
stable par intersection finie. Comme F{-} est o-additive sur Py, il vient
> F{U =32 20 VU =52, 32 F{Uv; = 30, F{V;E [

En appliquant le théoreme de prolongement, on obtient ’énoncé suivant.

THEOREME 2.4. — Soit F une fonction réelle définie sur R, croissante
et continue a droite. Il existe une mesure unique F{-}, définie sur la tribu
borélienne B* de R telle que pour tout intervalle semi-ouvert borné |a,b] on
ait

F{la,b] } = F(b) — F(a).
La complétée f‘{} de la mesure F{-}, définie sur la tribu complétée BY pour F
s’appelle la mesure de Lebesgue-Stieltjes induite par F.

Lorsque F(x) = z, la complétée que nous noterons A\' ou \ s’appelle la
mesure de Lebesgque sur la droite. Elle fait correspondre a tout intervalle
borné de la droite sa longueur. La tribu complétée s’appelle la tribu des
ensembles mesurables. Notons que A' n’est pas une mesure finie, puisque
AR} = lim, AY{] —n +n] } = lim, 2n = +o00. En revanche, elle est o-finie.
Ce n’est évidemment pas une mesure de probabilité sur la droite.

Revenons au cas général d’une mesure de Stieltjes-Lebesgue F{-} induite
par une fonction F. Les formules suivantes sont immédiates :

(i) F{{a}} =F(a) - F(a - 0);
(ii) F{la,b] } = F(b) = F(a), F{la,b[} =F(b—0)—F(a);
(iii) F{[a,b] } = F() —F(a—0), F{[a,b]} =F(b—-0)—F(a—0).
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3. Mesure de probabilité induite par une fonction de réparti-
tion. — On rappelle qu'une fonction de répartition sur la droite est une
fonction réelle F', de variable réelle, croissante, continue a droite et telle que
F(—o00) =0 et F(400) =1 (voir chap. 5, § 5). Le théoréme précédent fournit
immédiatement 1’énoncé suivant.

THEOREME 3.1. — Soit F une fonction de répartition sur la droite.
Il existe une et une seule mesure de probabilité, notée F{-}, sur la tribu
borélienne B telle que F{]a,b]} = F(b) — F(a) pour tout intervalle semi-
ouvert borné |a, b).

Démonstration. — La seule propriété a vérifier est que la mesure F{-} est
bien une mesure de probabilité. En effet, | — n,+n] T R, d’ou
lim, F{] — n,+n] } = lim,(F(n) — F(-n)) =1. []

Comme & toute mesure de probabilité P sur (R, B!), on peut associer une
variable aléatoire réelle X admettant P comme loi de probabilité, on obtient
le corollaire suivant.

COROLLAIRE. — Toute fonction de répartition sur la droite est la fonction
de répartition d’une variable aléatoire réelle.

4. Mesures de Stieltjes-Lebesgue sur R". — On peut faire la méme
construction que ci-dessus dans le cas de plusieurs dimensions. On part d’une
fonction numérique F(z1,z2,...,x,) de n variables réelles z1, x3, ... , o,
ayant les propriétés suivantes :

(1) F(x1,x2,...,x,) est une fonction croissante, continue a droite, en
chacune des variables;
(2) Pour tout hy > 0 et tout zy réel (k=1,2,...,n),on a:

ANAR AN (@, 2) > 0,

ou naturellement Ag?F désigne 'accroissement de F lorsqu’on augmente la
k™€ variable d’une valeur égale & hy.

Soit I un pavé semi-ouvert de R™. Le pavé I consiste en les points
(x1,22,...,2,) de R™ satisfaisant les inégalités ar < xp < by (1 < k < n).
Posant hy = by, — ax (1 < k <n), on lui associe la mesure

(4.1) F{I} = AVVAY A F(ar,as, ... a,) > 0.

Suivant la méme méthode que dans le cas d’'une dimension, on peut montrer
que F{-} peut étre prolongée en une mesure sur les boréliens de R", telle
que (4.1) soit satisfait pour tout pavé semi-ouvert. Dans le cas spécial ou
F(z1,z9,...,2,) = x122...2,, on obtient par prolongement la mesure de
Lebesgue A™ sur (R™, B™).
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5. Variables aléatoires réelles. — 1l est utile d’étendre légerement la
définition d’une variable aléatoire réelle et de la prendre a valeurs dans la
droite achevée.

5.1. La droite achevée. — On appelle nombre fini tout nombre réel z € R et
nombre infini 'un des symboles —oo, +00, vérifiant les propriétés suivantes :
a) —o0 < 400;
—00 < < +00;
b) pour tout z € R, :I:go = (£00) + 2 =2+ (£00);

+00
+oo, si0<x < +o00;
c) z(+oo) = (oo)x = { 0, siz =0;
Foo, si—oo<zx<0.

Y

On ne donnera pas de sens a la différence +00 — oo et il conviendra donc
de léviter. La droite achevée R est I’ensemble de tous les nombres finis ou
infinis. On écrit : R =]—o00, +00[, R = [—00, +0].

5.2. La tribu borélienne achevée. — C’est la tribu B engendrée par
BU{—oc0,+oc}, ot B désigne la tribu borélienne sur R. Un ensemble A C R

appartient a B si et seulement si ANR € B.

5.3. Variable aléatoire réelle. — Une variable aléatoire réelle définie sur
un espace mesurable (€2,2() est une application mesurable X de (£2,2) dans
(R, B) ; pour tout B € B, elle vérifie donc la propriété X ~1(B) € .

Si X(©2) C R, on dit que X est finie.

Si X () C [0, +o0], on dit que X est positive.

Notation. — Soit X une variable aléatoire réelle. On note X* = X V0 =
sup(X,0), X~ = =X A0 = —inf(X,0), et 'on a : X = X+ — X,
X=Xt +X".

ProproOSITION 5.3.1. — Soient X, Y, deux variables aléatoires réelles

définies sur un méme espace mesurable (Q2,20). Alors les applications | X|,
Y], X £ Y (au cas ou cette application est définie sur tout §2), XY,
X VY =sup(X,Y), XAY =inf(X,Y) sont des variables aléatoires réelles.

De méme, si (X,,) (n > 1) est une suite de variables aléatoires réelles
sur (Q,20), alors les applications sup,, X,,, inf,, X,,, limsup,, X,,, liminf, X,
sont des variables aléatoires.

C’est un cas particulier de la Proposition 2.2 du chap. 5.

PROPOSITION 5.3.2. — Soient X une application de ) dans R et 2 une
tribu sur ). Alors les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
a) X est une variable aléatoire réelle ;
b) Xt et X~ sont des variables aléatoires réelles.

Démonstration. — L’implication a) = b) résulte de la Proposition 5.3.1,
puisque 0 est une variable aléatoire réelle et b) = a) résulte de la méme
proposition, puisque X = XT — X~. []
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5.4. Variables aléatoires simples. — Soit (A, ..., A,) une partition finie
de Q en éléments de 2. Il résulte de la Proposition 5.3.1 que si (x1, ..., x,) est
un n-uple de nombres réels, alors 'application X = ZZZI xrla, de Q dans
R est une variable aléatoire (& valeurs finies); d’ou la définition suivante.

Définition. — Soient (Aq,...,A,) une partition de € en éléments de 2
et (x1,...,2,) un n-uple de nombres réels. I application

X = Z kuAk
k=1

de (2,20) dans (R, B) est appelée variable aléatoire simple ou étagée.

L’importance des variables simples apparait clairement dans les lemmes
suivants.

LEMME 5.4.1 (Lemme d’approximation). — Soit X une application de

(Q,2) dans RY. Une condition nécessaire et suffisante pour que X soit une
variable aléatoire (positive) est qu’elle soit limite (au sens de la convergence
simple) d’une suite croissante (X,,) (n > 1) de variables aléatoires simples,
positives sur (,2).

Démonstration. — Si X = lim,, X,,, ou X,, (n > 1) est une suite croissante
de variables aléatoires simples, positives, alors, d’apres la Proposition 5.3.1,
la fonction X est une variable aléatoire (positive).

Réciproquement, soit X une variable aléatoire réelle positive; pour tout
n > 1 et tout w € () écrivons :

k-1 k=1
, si

Xp(w) = Al
n, si X(w) > n.

k
<Xw)< — (k=1,...,n2");

2m 2m

o2

On peut alors représenter X,, sous la forme :

n2™

k—1
5.4.1 X, =S I +nl .
o4 2 g Tk < x < by T 2 )
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Pour tout n > 1 les ensembles kQ_nl <X< % (k=1,...,n2") et {X > n}
sont disjoints et appartiennent a 2. Il en résulte que, pour tout n > 1, la
fonction X,, est une variable aléatoire simple, positive et il est clair que la
suite (X,,) (n > 1) est croissante. Enfin, X = lim,, X,, = sup,, X,,, car, pour
tout w € Q, on a, ou bien X (w) = +o0 et alors X, (w) = n pour tout n > 1,

ou bien X (w) < oo et alors 0 < X(w) — X,,(w) <1/2" pour n > X (w). []

6. Intégrale d’une variable aléatoire réelle par rapport a une
mesure. — Supposons que les variables aléatoires sont définies sur un
espace mesuré (2,2, 1). Au chapitre suivant, nous verrons les conséquences
a apporter lorsque pu sera remplacée par une mesure de probabilité P.

Définition. — Soit X = > }_ xpla, une variable aléatoire simple,
positive (les xj, sont des réels positifs et (A4y,...,A,) est une partition de 2
en éléments de ). On appelle intégrale de X par rapport a la mesure p le
nombre positif, noté [ X du, ou bien [, X dy et défini par :

(6.1) /XdM:/QXdM:Zka(Ak)-
k=1

Remarque. — Cette expression ne dépend pas de la combinaison linéaire
particuliere d’indicatrices qui représente X, comme on le vérifie facilement ;
¢’est un nombre qui ne dépend que de X.

La proposition suivante est facile a vérifier.

PROPOSITION 6.1 (Monotonie). — Soient X, Y deux variables aléatoires
stmples, positives ; alors

X§Y:>/Xdu§/Ydu.

La proposition suivante est plus difficile a vérifier.

PROPOSITION 6.2. — Soient (X,,), (Yn) (n > 1) deux suites croissantes
de vartables aléatoires simples, positives; alors

sup,, X, = sup,, Y,, = sup,, / X, dp = sup,, /Yn dp.

Définition. — Soit X une variable aléatoire réelle positive. D’apres le
Lemme 5.4.1, il existe une suite croissante (X,) (n > 1) de variables
aléatoires simples, positives, telle que, au sens de la convergence simple, on
ait X, T X (n — o0). On appelle intégrale de X par rapport a la mesure u
le nombre fini ou infini

n—oo

/Xdu = lim [ X, du.
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Remarque 1. — La limite au dernier membre existe bien (comme élément
de [0,+00]) en vertu de la Proposition 6.1. D’autre part, cette expression ne
dépend pas de la suite particuliere (X,,) (n > 1) dont la limite représente X ;
c’est un nombre qui ne dépend que de X.

En effet, soient (X,,), (Y,,) (n > 1) deux suites croissantes de variables
aléatoires simples, positives, telles que X = lim, X,, = sup, X,, X =
lim, Y, = sup,Y,. Il résulte alors de la Proposition 6.2 que [Xdu =
lim,, an dp = supann dp = supann dy = limann dp. On pourrait
également définir [ X du comme [X du = sup [Sdu, ol le «sup» est étendu
a toutes les variables aléatoires simples positives S vérifiant 0 < 5 < X.

Remarque 2. — On dit quelquefois que X est p-intégrable, si [ X du <
+00; mais il est convenu de dire que [ X du existe méme si [ X du = +o0.

Définition. — Soit X une variable aléatoire (& valeurs dans R); d’apres
la, Proposition 5.3.2 les fonctions X+ et X~ sont des variables aléatoires &
valeurs dans [0, +oc ], qui admettent donc des intégrales [ X T du, [ X~ dpu,
éléments de [0, 4+00]. On dit que X est p-intégrable, si [ X+ du et [ X~ dp
sont toutes deux finies et le nombre réel

/Xdu:/X+du—/X_du

est appelé 'intégrale de X par rapport a la mesure .

Remarque 3. — On a |X|= Xt 4+ X, d’ol, en utilisant la propriété de
linéarité de 'intégrale (établie dans le paragraphe 8 de ce chapitre) I'identité
[ X|dp = [ XTdp+ [ X~ du (égalité dans [0,4+o00]). On en déduit que
[ X dp est p-intégrable, si et seulement si [ |X|du < .

Remarque 4. — La différence [ Xt du — [ X~ du est encore définie si
I'un au moins des deux termes [ X du, [ X~ dp est fini. On pourra dans

ce cas encore parler de lintégrale de X par rapport & g, soit [ X dp =
[ Xtdp— [ X~ dp.

7. Exemples

EXEMPLE 7.1. — Soit (2,2, P) un espace probabilisé avec P = ¢,,, ou
Ew, €st la mesure (de Dirac) définie par la mesure unité au point wy € €.

Soit, d’autre part, X une variable aléatoire sur cet espace. Si X(wg) > 0, ou
st | X (wo)] < +00, alors [o X dew,, = X (wo).

Démonstration. — Supposons que X = 22:1 xrla, soit une variable
aléatoire simple, positive. Puisque (A1, ..., A, ) forme une partition de €2, il
existe un indice kg et un seul tel que wy € Ay, , d’ou

/XdP = axP(Ax) = 2k, P(A,) = 2k, = X (wp).
k=1
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Supposons que X soit une variable aléatoire positive et soit (X,) (n > 1)
une suite croissante de variables aléatoires simples, positives telle que X =
lim,, X,,. On a alors : [ X dP = lim,, [ X, dP = lim, X,,(wg) = X (wp).

Supposons enfin que X soit une variable aléatoire réelle et que | X (wp)| <
+00. On a alors [ X1 dP = X (wy) < 400, [ X~ dP = X~ (wg) < 400,
dott [XdP = [X1dP — [ X~ dP =X (wy) — X (wo) = X(wo). []

EXEMPLE 7.2. — Soit (Q,,P) un espace probabilisé, ot P =) a;e,,
(o; >0, ), a; = 1) est une mesure de probabilité discréte sur (Q,2(). Soit,
d’autre part, X une variable aléatoire réelle sur cet espace. St X > 0, ou st
S0 | X (wi)| < oo, alors [ X dP =", a; X (w;).

Démonstration. — Supposons que X = 22:1 xrla, soit une variable
aléatoire simple, positive. Alors

/XdP = ika(Ak) = ixk (Z aiawi(Ak))
k=1 1 7

k=
=> o (i ThEw, (Ak)> =) X (wi).
i k= ;

Supposons que X soit une variable aléatoire positive et soit (X,) (n >
1) une suite croissante de variables aléatoires simples positives telle que
X = lim, X,,. On a alors [ X dP = lim, [ X, dP = limn(zi ozan(wi)) =
> aiX (wi).

Supposons enfin que Y . a;|X(w;)] < oo. On a alors [XTdP =
Yo Xt (wi) <oo, [XTdP =3, ;X (w;) < 00, dout

/Xsz/X* dP—/X szZ(X*(w,-)—X’(wi)) :ZaiX(wi). ]

8. Propriétés de l’intégrale

Définition. — Soient (€2, 2, 1) un espace mesuré et P une propriété dont
la valeur de vérité dépend de w € 2. On dit que P est vraie u-presque partout,
s’il existe un A € A tel que p(A) = 0 et tel que la propriété P est vraie pour
tout w € A°.

Remarque. — Dans cette définition, on n’impose pas que I’ensemble A’ des
w € Q qui n’ont pas la propriété P soit de mesure nulle, car A’ n’appartient
pas nécessairement a 2. On a, en fait, A’ C A, A € A, u(A) = 0 et P est vraie
dans A° (mais P est aussi vraie dans A\ A’). (On pourrait exprimer ce fait
en disant que ’ensemble A" des w ou P n’est pas vérifiée est «négligeable ».)

Dans ce paragraphe, les variables aléatoires X, Y qui interviennent sont
définies sur un espace mesuré (€2, 2, ). Suivant notre convention, on dira que
[ X du existe, si X > 0, ou si X est p-intégrable. Enfin, si [ X dp existe et
si A e, on posera [, Xdu= [, XIsdp.
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PROPOSITION 8.1. — Si [ X du et [Y du existent, alors les propriétés
suivantes sont satisfaites :

A. Linéarité

(A1) [(X4+Y)dpu=[Xdu+ [Ydu;

(A2) pour tout A réel, on a : [AX du=X[Xdp;

(A3) pour tous A, B € A, disjoints, on a : fA+BX dp= [, Xdu+ [ X dp.

B. Monotonie

(Bl) X>0= [Xdp>0;

B2) X >Y = [Xdu> [Ydu;

(B3) X =Y u-presque partout — [ X du= [Y du.

C. Intégrabilité

(C1) X p-intégrable <= |X| p-intégrable;

(C2) X p-intégrable —> X presque partout fini.

(C3) | X| <Y etY p-intégrable = X p-intégrable ;

(C4) X etY p-intégrables=— X +Y p-intégrable.

D. Majoration de l’intégrale

(D1) Soient a et b deux nombres réels tels que pour tout w d’un ensemble
AecAonaita< X(w)<betu(A) <oo, alors apu(A) < [ Xdu < bpu(A).

(D2) Si X est p-intégrable, alors | [ X du| < [|X|dp.

9. Théoréemes de convergence. — Les trois théoremes de convergence
que nous énongons maintenant sans démonstration sont fondamentaux. (cf.
Revuz [12], pp. 61, 70 et 93.) Toutes les variables aléatoires réelles qui
interviennent sont définies sur un mémes espace mesuré (€2, 2, ).

THEOREME 9.1 (Théoréme de convergence monotone de Beppo Levi).
Soit (X)) (n > 1) une suite croissante de variables aléatoires positives.
Cette suite converge au sens de la convergence simple vers une limite positive
mesurable. On a alors

/ lim X, dp= lim | X, du,
cette égalité ayant lieu dans [0, +00].
On peut donner de ce théoreme la version suivante :
Soit (Yy) (n > 1) une suite de variables aléatoires réelles positives. Alors
[ X Vudu=Y [Yudn
n>1 n>1
cette égalité ayant lieu dans [0, 400].

THEOREME 9.2 (Lemme de Fatou). — Soit (X,,) (n > 1) une suite de
variables aléatoires réelles positives. Alors

/lim inf X,, du < lim inf/Xn du,

n—oo n—oo

cette inégalité ayant lieu dans [0, +0o0].
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COROLLAIRE. — Supposons, en outre, que

a) X, — X (presque partout) ;

b) il existe M € [0, +o0[ tel que pour tout n > 1 on ait [ X, du < M.
Alors fXd,uS M.

THEOREME 9.3 (Théoreéme de convergence dominée de Lebesgue). — Soit
(X3) (n > 1) une suite de variables aléatoires, p-intégrables. On suppose que :
a) X, — X (presque partout) ;
b) il existe une wvariable aléatoire Y, a waleurs positives, telle que
deu < 00 et que pour tout n > 1 on ait | X,| <Y.
Alors X est p-intégrable et l'on a :

/ lim X, dp= lim [ X, du.

n—oo n—oo

COMPLEMENTS ET EXERCICES

Soient S = {1,2,...,7} (r > 2) un ensemble fini et Q I'ensemble SN
de toutes les suites infinies w = (z1,22,...), ou les z; (i = 1,2,...)
appartiennent a S. Le but de la suite d’exercices 1-9 est de montrer comment
on peut munir  d’une tribu d’événements ¥, distincte de PB(2), mais
contenant tous les évenements dits observables ou qui ne font intervenir qu’un
nombre fini d’instants (on précisera cette notion plus loin.) Ensuite, partant
d’une classe de mesures de probabilité (p,) (n > 1), ol p,, est une mesure de
probabilité sur S™ et supposant vérifiées certaines relations de compatibilité
entre les p,,, le but sera de probabiliser 'espace (2, %), c’est-a-dire de munir
(©, %) d’'une mesure de probabilité P. Lorsque r = 2, la construction proposée
permet de «probabiliser les suites infinies du jeu de pile ou facey. (Voir
exercice 7.)

1 (L’algebre des évenements observables). — Pour n > 1 désignons par
T ¢ £ — S™ la projection qui envoie chaque suite infinie w = (1, z2,...)
de Q sur la suite finie 7,(w) = (z1,22,...,%,). Notons aussi X,, : @ — S
la n'*™¢ application coordonnée définie par X,,(w) = x,. Appelons enfin n-
cylindre toute partie C' de Q de la forme C = {r, € A} = 7, 1(A), olt A est
une partie de S™ (n > 1) et notons 2,, 'ensemble des n-cylindres.

a) Pour n > 1, la classe 2,, des n-cylindres est une tribu.
b) La suite (2,) (n > 1) est monotone croissante :
Ay C Ay C - C Ay C Ay C -+

c) La classe 2 = lim,, ,, = [J%,, est une algebre et non pas une tribu.
n
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2 (La tribu des éveénements observables). — Soit T = T(A) la tribu
engendrée par 2, dite des événements observables. C’est la plus petite tribu
rendant tous les 7, (resp. X,) (n > 1) mesurables.

3. — On considere, pour chaque n > 1, une fonction réelle p,, définie sur
S™, ayant les propriétés suivantes :
(i) pn > 0;
(i) > pi(z) =1;
zeS
(iii) Zspn+1(x1, ey Ty, @) = pp(x1,...,T,) pour toute suite
xe
(z1,...,2z,) appartenant a S™.
Si ¢ = {m, € A} est un cylindre, on pose P(C) = P{m, € A} =
> pn(x1,...,2y,), ol la sommation se fait sur toutes les suites (x1,...,z,)

appartenant a A. Montrer que cette formule ne dépend que de C' (non pas
de n, ni de A).

4. — Si (Cy) (m > 1) est une suite décroissante de cylindres non vides,
leur intersection est non vide.

5. — L’application P : 2 — R qui au cylindre C' = {7, € A} (4 C S")
fait correspondre le nombre P(C) = )" , pn(z1,22,...,2y), est une mesure
de probabilité sur ’algebre .

6. — Soit S un ensemble fini. On suppose donné pour tout n une fonction
pn + S™ — R satisfaisant les trois propriétés (i), (ii) et (iii) de l'exercice 3.
Alors il existe sur (€2, %) une et une seule mesure de probabilité P telle que
pout tout n > 1 et tout (z1,...,z,) € S™, on ait :

P{X1=x1,..., X =xn} = pnlz1,...,2,).

7 (Produit d’espaces probabilisés). — Supposons que ’ensemble fini S
soit muni d’une mesure de probabilité p. Alors sur l'espace (£2,%T) il existe
une et une seule mesure de probabilité P telle que

(i) les projections X,, soient mutuellement indépendantes;
(ii) pour toute partie U de S et tout n on ait : P{X,, € U} = p(U).

8 (Probabilités conditionnelles compatibles). — Soit p; une mesure de pro-
babilité sur S et pour tout n > 2 soit ¢, : S™ — R, une fonction satisfaisant
pour tout (z1,...,7,_1) € S*! la relation Yowesn(Tr, .., Tp1,x) = 1.
Alors il existe une et une seule mesure de probabilité P sur (€2, %T) telle
que P{X; = 21} = pi(z1) et telle que pour tout n > 1 et toute suite
(x1,...,2,) € S™ on ait :

P{X, =z, | Xn-1=2p-1,...,. Xi =21} = qn(x1,...,2p).

9 (Chaines de Markov homogenes). — Soient (2,2, P) un espace probabi-
lisé et (X,,) une suite de variables aléatoires définies sur cet espace & valeurs
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dans un méme ensemble fini S. On dit que la suite (X,,) forme une chaine
de Markov homogene si les deux conditions suivantes sont remplies :

(i) pour tout n > 2 et tout (x1,...,2z,) € S™ on a :
P{Xn = Tn |Xn_1 = Tp—1y--- ,Xl = 5(31} = P{Xn = Tn ’Xn—l = xn—l};

(ii) pour tout (x,y) € S? la probabilité P{X,, = y| X,,_1 = x} ne dépend
pas de n. On note p, , cette derniere probabilité.

Etant donnée une matrice stochastique P = (p,.,,) ((z,y) € S2), c’est-a-
dire une matrice dont les coefficients vérifient les propriétés p, , > 0 et pour
tout = € S, Zye gPzy = 1 et étant donné une mesure de probabilité (p)
(x € S) sur 9, il existe une et une seule mesure de probabilité P sur (2, %)
dont les projections X,, : 2 — S forment une chaine de Markov homogene
telle que P{X1 =z} =p, et P{X,, =2 | X1 = Tn—1} = Dapy 1.2, -



CHAPITRE 11
ESPERANCE MATHEMATIQUE.
LOIS ABSOLUMENT CONTINUES

Dans ce chapitre, nous donnons la définition de ’espérance mathématique
d’une variable aléatoire réelle par rapport a une mesure de probabilité
quelconque et faisons le rapprochement avec la définition de l'espérance
mathématique qui avait été donnée pour les variables aléatoires discretes.
La théorie de l'intégrale développée dans le chapitre précédent fournit tous
les outils nécessaires. Comme nous le verrons, il y a essentiellement deux
classes de variables aléatoires, les variables aléatoires discretes et les variables
aléatoires absolument continues. Il nous a paru naturel d’énoncer dans ce
meéme chapitre les techniques de calcul de 'espérance mathématique lorsque
les variables aléatoires appartiennent a cette seconde classe.

1. Espérance mathématique d’une variable aléatoire. — Soient
(©2,2(,P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire réelle définie sur
cet espace. Suivant la théorie développée dans le chapitre précédent, on peut
considérer l'intégrale de X par rapport a la mesure de probabilité P.

Définition. — Si X est positive ou si X est P-intégrable, on désigne par
(1.1) E[X] = /XdP

Iespérance mathématique de X. Si Von a E[X] € R, on dit que X a une
espérance mathématique finie.

Toutes les propriétés de l'intégrale énoncées dans le chapitre précédent,
de linéarité, de monotonie, d’intégrabilité, de majoration, ainsi que les trois
théoremes de convergence restent valables. Il faut noter que les quatre
premieres séries de propriétés avaient déja été données, presque mot pour
mot, pour les variables aléatoires discretes au chapitre 8.

Lorsque la mesure sous-jacente est une mesure de probabilité, on préfere
parler de propriété vraie P-presque surement, plutot que vraie P-presque
partout. Dans les chapitres suivants, on fera, en particulier, une étude tres
approfondie de la convergence presque sure des suites de variables aléatoires
réelles.
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Comme pour les variables aléatoires discretes, on peut donc définir les
notions de moment, de variance, ... Lorsque E[X]| = 0, on dit que X est
centrée. Si E[X] est finie, on peut centrer la variable aléatoire en considérant
X — E[X]. Le moment d’ordre k (k > 0) est le nombre, s'il existe, E[X*].
Si E[X?] est fini, la variance de X est définie par E[ (X — E[X])?]. Enfin, le
moment absolu d’ordre k est le nombre E[|X|*].

L’un des théoremes fondamentaux sur I'intégration des variables aléatoires
réelles et tout particulierement sur leur calcul effectif est le théoreme dit
du transfert que nous énoncons maintenant et dont nous avions donné une
version discrete au chap. 8, Théoreme 4.1.

THEOREME 1.1 (théoréme du transfert). — Soient (2,2, P) un espace
probabilisé, X une variable aléatoire définie sur cet espace, a valeurs réelles,
de loi Px et g une fonction mesurable réelle. On a donc le diagramme :

(Q7Ql7P) X (RNBlvPX)

gm lg

(R, BY)

Alors, si l'une des expressions fQ(g o X)dP, ngdPX existe, il en est de
méme de 'autre et l'on a :

(1.2) /Q(goX) dP:/RgdPX <:/Rg(x) aPx (z)).

Les deuz termes de cette identité sont deux représentations de E[g o X].

Le premier membre de I'identité (1.2) est I'intégrale de la variable aléatoire
go X : (2,2 P) — (R,B') par rapport a la mesure P; le second membre
est I'intégrale de la variable aléatoire g : (R, B!,Px) — (R, B!) par rapport
a la mesure (de Stieltjes-Lebesgue) Px sur la droite réelle. Le théoreme de
transfert permet ainsi de transférer le calcul d’une intégrale sur un espace
probabilisé quelconque (2,2, P) en le calcul d'une intégrale sur (R, B!, Px).

Démonstration. — Pour démontrer le théoreme de transfert, on le vérifie
successivement pour les variables aléatoires simples positives, puis pour
celles qui sont positives, puis pour les variables aléatoires quelconques. Soit
g = >, x;14, une variable aléatoire simple positive. On a, pour w € Q,

(90 X)(w) = g(X(w)) = Z:c L4,(X(w)) = Zx Ix-1(a,)(w),
d’ou

/goX )dP = Z:c i)):ZmiPX(Ai):/gdPX.
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Si maintenant (g, ) est une suite croissante de variables aléatoires simples
positives telles que g = sup,, gn, on a aussi g o X = sup,, g, © X. De plus,
gn © X est une variable aléatoire simple positive, puisque g, 1’est. D’ou

/(goX)dP:supn/(gnoX)dP:supn/gndPXz/gdPX.

Enfin, si g est une variable aléatoire quelconque, on a g™ o X = (go X)*
et g7 oX = (go X)". Si [(go X)dP est finie, alors les deux intégrales
J(goX)TdP et [(goX)~ dP sont aussi finies. On a, de plus, [(go X)dP =
[(g" o X)dP — [(g~ o X)dP = [g+dPx — [g~dPx = [gdPx. D'on
[ gdPx est finie et égale & [(go X)dPx.

De méme, si [ gdPx est finie, on démontre, par le méme raisonnement,
que [(go X)dP est finie et lui est égale. []

Ezemple 1. — Prenons g = Idg, soit g(x) = x. Alors, si I'une des
expressions [ X dP, [IdrdPx = ([xdPx(z)) existe, il en est de méme
de l'autre et I'on a :

(1.3) E[X]:/XdP:/deX(x).

Exemple 2. — Soit X : (2,2, P) — (R, B!) une variable aléatoire discréte
deloi Px =), aep, (a3 >0, . a; =1). S1 X >0,0usi ), oz < oo,
on a toujours les relations (1.3). Or le dernier membre de (1.3) est I'intégrale
de lapplication identique de (R, B!, Px) dans (R, B!). D’aprés 'Exemple 2
du paragraphe 7, chap. 10, elle vaut ) . a;x;. On retrouve la définition
¢lémentaire d’une variable discrete :

2. Mesures de probabilité produit et théoreme de Fubini. — Dans
ce paragraphe, nous donnons, sans démonstration, quelques résultats sur les
produits de mesures de probabilité.

THEOREME 2.1. —  Soient Py et Py deuxr mesures de probabilité sur
(R, BY). Alors il existe une mesure de probabilité et une seule sur (R?, B?),
notée P = Py ® Py vérifiant pour tout By, By € B' Uidentité

P(Bl X BQ) = Pl(Bl)PQ(BQ)

La mesure P est appelée le produit des mesures P; et Py; les mesures
P, et Py sont appelées les mesures marginales de la mesure P. La mesure
produit est d’'une importance capitale dans I’étude des variables aléatoires
réelles indépendantes, comme on le voit dans le théoreme suivant.
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THEOREME 2.2. — Soient X1, X deux variables aléatoires réelles sur un
meéme espace probabilisé de lois respectives Py, Po. Alors les deux propriétés
suivantes sont équivalentes :

a) la loi du couple (X1,X3) est la mesure de probabilité produit P =
P1 X P2 5
b) les variables aléatoires réelles X1, Xo sont indépendantes.

THEOREME 2.3 (Théoreme de Fubini, c¢f. Revuz [12], p. 171). — Soient
P, Py deux mesures de probabilité sur (R,B'), P = Py ® Py le produit
des deux mesures et g une fonction mesurable g : (R?, B?) — (R,B!) telle
que [ gdP existe (i.e. ou bien g > 0, ou bien [ |g| dP < 00). Alors h(x2) =
fR g(x1,z2) dP1 (1) existe pour Po-presque tout x4 ; de plus, fR h(zg) dPy(x2)
existe et est égal a ngdP ; ou encore

(2.1) /R2 g1, 22) dP (21, 22) :/

R

dPg(a:z)(/Rg(xl,xg)dPl(x1)>.

Les mémes affirmations sont vraies en échangeant les roéles des indices 1 et 2.

Dans l'identité (2.1) le membre de gauche est U'intégrale de la fonction
g de deux variables réelles par rapport a la mesure de Stieltjes-Lebesgue
P = P; ® Py sur (R2,B%) (cf. chap. 10, § 4).

CAS PARTICULIER. — Si g est une fonction positive, alors l’identité (2.1)
est toujours vraie (dans [0, +0o0]).

APPLICATION. — Soient X1, Xo deux variables aléatoires réelles indépen-
dantes admettant des espérances mathématiques. Alors le produit X, Xo
admet une espérance mathématique et l'on a :

E[X1X5] = E[X1] E[X].

Démonstration. — 11 suffit d’appliquer le théoreme de Fubini en prenant
pour Py, P5 les lois de X;, X5 et pour P = P; ® Py la loi du couple
(X17X2)' D

Certaines intégrales par rapport a des mesures de Stieltjes-Lebesgue se
calculent directement comme des intégrales ordinaires. Nous nous proposons,
dans le reste de ce chapitre, de donner les indications nécessaires pour arriver
a de tels calculs.

3. Intégrale de Lebesgue. — On a appelé mesure de Lebesgue sur la
droite réelle (cf. chap. 10, § 2) I'unique mesure, notée A! ou A, sur (R, B!),
qui est telle que pour tout intervalle semi-ouvert |a, b], on ait

(3.1) Mla,bl} =b—a.

Comme 'application identique sur la droite qui induit la mesure de Lebesgue
est évidemment continue, on a encore

Mla, 01} = M a, b} = M]a, b} = b — a.
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En fait, la mesure de Lebesgue est définie comme la complétée de A. La
précédente définition suffira pour les applications qui viennent.

Soit maintenant X une variable aléatoire réelle, définie sur (R,B!). On
définit I'intégrale de Lebesgue de X comme l'intégrale de X par rapport a la
mesure A. On la note

(3.2) /Xd)\ ou /X(:)s)d:):.

L’intégrale de X sur un ensemble borélien A de la droite est définie comme
I'intégrale de I4.X. On la note

Axw:/uxwzéxwmz/umX@m.

En particulier, lorsque A est un intervalle borné [a,b], [a,b[, ]a,b] ou ]a, b,
lintégrale de X sur A est notée

(3.3) /abXd)\ = /abX(:z;) da,

toutes les intégrales de X sur chacun de ces intervalles, si elles existent, étant
égales.

On reconnait dans (3.3) 'expression formelle usuelle de l'intégrale de
Riemann de la fonction X sur l'intervalle [a,b]. Nous consignons dans les
deux propositions suivantes, données sans démonstration, des conditions
permettant de comparer intégrale de Lebesgue et intégrale de Riemann.

ProrosIiTioN 3.1. —  Soit X wune fonction réelle, mesurable, bornée,
définie sur un intervalle borné [a,b]. Si X est intégrable au sens de Riemann,
alors X est intégrable au sens de Lebesque sur [a,b] et l'intégrale de Riemann
de X est égale a lintégrale de Lebesque de X sur [a,b]. (Pour les deux
intégrales, on retrouve l’expression familiére (3.3).)

On rappelle que si X est une fonction réelle, définie sur la droite et
intégrable au sens de Riemann sur tout intervalle borné [a, b], son intégrale
impropre de Riemann sur R est définie par

+oo b
(3.4) X(z)dx = lim X(z)dx,
. e

si la limite existe et est finie.

PROPOSITION 3.2. — Soit X une fonction réelle, mesurable, définie sur
la droite réelle. Si l'intégrale impropre de Riemann de |X| existe et est finie,
alors X est intégrable au sens de Lebesque et l'intégrale de Lebesgue de X
sur R est égale a l’intégrale impropre de Riemann de X sur R :

+oo
/ X(x)dx = X(z)dz.
R

—0
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4. Lois de probabilité absolument continues. — Les fonctions f
réelles, positives, de variable réelle, qui sont intégrables au sens de Lebesgue
et d’intégrale égale a 1 permettent de définir une classe importante de mesures
de probabilité sur la droite, comme le montre la proposition suivante.

PROPOSITION 4.1. — Soit f une fonction réelle positive, de wvariable
réelle, intégrable au sens de Lebesque et telle que

AfdA:[;wf(x)dmzl.

Alors la fonction P : B [ f dX est une mesure de probabilité sur (R, B').

Démonstration. — D’abord P > 0 et P(R) = [; fdA\ = 1. Ensuite
P(B) :fod/\S fRfd/\: 1.

D’autre part, considérons une suite (B,) d’ensembles boréliens de la
droite, disjoints deux & deux et de réunion B. On a alors f.Ig =) f.Ig,,
dot P(B) = [ figd\ = [>, fIpg,dx =% [ fIp, d\ = P(B,),
d’apres le théoreme monotone de Beppo-Levi. Ainsi P est bien une mesure
de probabilité. []

Les mesures de probabilité auxquelles on peut faire correspondre une
fonction f ayant les propriétés de la proposition précédente sont précisément
les lois absolument continues, que ’on va maintenant étudier.

Etant donné une fonction de répartition F sur la droite, on sait qu’il
existe une et une seule mesure de probabilité, notée F{-} sur (R, B') telle
que F{]a,b] } = F(b) — F(a), pour tout intervalle borné |a,b]. La complétée
de cette mesure F s’appelle la mesure de Stieltjes-Lebesgue induite par F. Si
P est une mesure de probabilité sur (R, B!), la complétée de P est identique &
la mesure de Stieltjes-Lebesgue induite par la fonction F : x +— P{]— o0, z] }.
Ainsi I'intégrale d’une variable aléatoire réelle g, de variable réelle, sera notée
indifféremment

/gdP ou /ng, ou encore /g(x) dF(z),

et on l'appellera intégrale de Stieltjes-Lebesque de g par rapport a F.

Définition. — On dit que F est absolument continue, s’il existe une
fonction réelle f, de variable réelle, telle que
(i) f=0;

(ii) f est intégrable au sens de Lebesgue sur R et [ f(z)dx = 1;
(iii) F{B}(= [z dF(z)) = [5 f(z)dz(= [; fdA) pour tout B € B
La fonction f est appelée densité de la fonction de répartition F.

ProproOSITION 4.2. —  Soit F une fonction de répartition absolument
continue, de densité f. Alors pour toute variable aléatoire g : (R,B') —

(R, BY), on a lidentité

@y [e@ (= [gar) = [ o) f@rdn(= [gran).
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dans le sens suivant : si l'une de ces intégrales existe, alors l’autre existe
aussi et elles sont égales.

Démonstration. — Vérifions d’abord (4.1) pour les variables aléatoires
simples positives. Soit g = >, x I4, une telle fonction. On a : [gdF =

zk:IkF{Ak} = Xk:l’kakfdA = Zk:l'kfIAkfd)\ = f(Zk:QL‘kIAk)fd)\ =
g fdx

Si (gn) est une suite croissante de variables aléatoires simples positives
tendant vers g, alors (g, f) est une suite croissante de variables aléatoires
positives tendant vers ¢gf. Dot [gdF = lim, [ ¢, dF = lim, [ g, fd\ =
[ g fdX, d’apres le théoréme de Beppo-Levi.

Enfin, si g est quelconque, on a : [¢TdF = [gTfd\ et [g~dF =
[ g7 fdX\. L’identité (4.1) est encore vraie par définition de I'intégrale. []

Remarque. — Si F est une fonction de répartition absolument continue,
de densité f et si F est la fonction de répartition d’une variable aléatoire
réelle X, on dira aussi que f est la densité de probabilité de X. On utilisera
aussi les notations Fx, fx, en homogénéité avec la notation Px pour la loi
de probabilité de X.

Dans l'identité (4.1), prenons pour F la loi de répartition Fx d’une
variable aléatoire X de densité fx. Puisque par convention d’écriture, on
peut remplacer «dFx » par «dPx », I'identité (4.1) se récrit :

[o@1aex(@) = [ g(o) fx(o)ds

En prenant g(z) = = pour tout z, on obtient la formule importante :

(4.2) E[X] = /deX(x) - /:cfX(.r) da,

qui permet de calculer les espérances mathématiques des variables aléatoires
réelles admettant des densités.

PROPOSITION 4.3. — 87 F est absolument continue, alors F est continue
sur toute la droite et F{{x}} = 0 pour tout x. Si de plus F est la fonction
de répartition d’une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé
(Q,20,P), alors P{X =z} = 0 pour tout x. [La variable aléatoire X est donc
diffuse.]

Démonstration. — Soit f la densité de F. On a F{{z}} = F(z) —F(z—0)
pour tout z. Or F{{z}} = [7 f(u)du = 0, d'ou F(z — 0) = F(z) et F est
continue. Dans les hypotheses de l’énoncé, on a P{X = 2z} = Px{z} =
F{{z}} =0. [

L’ensemble Dx = {x : P{X = 2} > 0} a été introduit au chap. 5, § 6. Il
résulte de la proposition précédente que Dx est vide, si X est absolument
continue (voir aussi chap. 5, Proposition 6.2). On définit le support Sx d’une
variable aléatoire réelle X comme étant I’ensemble D x lui-méme, lorsque X
est discrete, et comme étant ’ensemble Sx = {x : f(z) > 0}, lorsque X est
absolument continue de densité f.



136 CHAPITRE 11 : LOIS ABSOLUMENT CONTINUES

PROPOSITION 4.4. — Si F est absolument continue, de densité f, alors
F'(z) = f(x) en tout point x ot f est continue.
Démonstration. — Prenons h # 0 et supposons f continue au point z. Le

nombre e étant donné, on a, si [t — x| < n, lencadrement f(z) —e < f(t) <
f(z) + e Or (F(z + h) — F(h))/h = [T"(f(t)/h) dt, dot pour |[h| < 7

Pencadrement f(z) —e < (F(z+ h) — F(z))/h < f(z) + ¢, qui exprime bien
que la dérivée F'(z) de F(x) est égale a f(x).

Dans le cas particulier ou X est a valeurs positives, on peut donner
une représentation de l'espérance mathématique a 1’aide de la fonction de
survie r(x) (cf. chap. 14, §5. La loi exponentielle).

THEOREME 4.5. — Soit X une variable aléatoire & valeurs dans [0, +0oo],
absolument continue, de densité f, de fonction de survie r(zx) = P{X > x}.
Alors on a, dans la demi-droite achevée [0, +0o0],

/Om r(2) dz = /Om o f(x) da.

Démonstration. — En effet

/0+070~(IL“) da = /0+00< ;roof(t) dt> dr = /O+OO< O+°Of(t)f{t>m}(t,x) dt) dx:

soit d’apres le théoreme de Fubini
“+o00 —+o0 —+o0 o0
/ () dz = / ( / Loy (1) de) £ (1) di = / L) dt. []
0 0 0 0

Dans la démonstration précédente on a fait appel au théoreme de Fubini
pour les intégrales doubles, mais, en fait, il n’y a aucune difficulté ici puisque
la fonction a intégrer est positive.

Remarque. — Si X > 0 et si E[X] est finie, alors E[X] admet la
représentation :
+oo
(4.3) E[X] = / r(z) dz.
0
5. Les trois types de fonctions de répartition. — Soit X une variable

aléatoire réelle de fonction de répartition F. On distingue tout d’abord deux
cas :

a) F est «totalement ) discontinue, auquel cas ’ensemble des points de
discontinuité de F est fini ou dénombrable, et la variable aléatoire X est
discréte.

b) F est continue, auquel cas la variable aléatoire X est diffuse.

Parmi les variables aléatoires diffuses, nous avons rencontré les variables
aléatoires absolument continues. On montre que ces dernieres ne constituent



6. CONVOLUTION 137

pas le cas général des variables aléatoires diffuses : en d’autres termes, il existe
des variables aléatoires diffuses qui ne sont pas absolument continues. Ces
variables aléatoires sont appelées singulieres; ’exemple type en est fourni par
une variable aléatoire dont la fonction de répartition est celle de I’ensemble
triadique de Cantor sur [0,1]. Nous ne les étudierons pas ici et nous nous
bornerons a énoncer le théoreme suivant du a Lebesgue.

THEOREME 5.1 (¢f. Munroe [8], chap. 6). — Soit F une fonction de
répartition. Alors il existe trois fonctions de répartition ¥i discrete, Fq
absolument continue, F3 singuliére et trois nombres réels ay, oo, as vérifiant
ay,ag,a3 > 0, ap +as + ag = 1 tels que F puisse étre représentée sous la
forme :

F = o1F1 + asFs + asFs.

En d’autres termes, toute fonction de répartition peut étre représentée
comme combinaison convexe de fonctions de répartition des trois types fon-
damentaux. Cette représentation est en outre unique, si tous les coefficients
de la combinaison linéaire sont strictement positifs.

6. Convolution. — Le produit de convolution de deux lois discretes a
été étudié au chap. 8, § 3. Nous traitons ici le cas des mesures de probabilité
quelconques sur la droite.

Définition. — Soient P et Q deux mesures de probabilité sur la droite,
dont les fonctions de répartition correspondantes sont F et G. On appelle
produit de convolution de P et Q (ou de F et G), la mesure de probabilité,
notée P x Q, dont la fonction de répartition, notée F x G, est donnée par

(6.1) H(z) = (F*xG)(z) = /F(z —y)dG(y) = /G(z — ) dF ().

On vérifie que H est bien une fonction de répartition. Que les deux termes
de droite de (6.1) soient égaux résulte de la proposition suivante.

PROPOSITION 6.1. — Soient X et Y deux variables aléatoires réelles,
de lois Px et Py, de fonctions de répartition ¥ et G. Si X et Y sont
indépendantes, la loi de la somme X +Y est le produit de convolution de
Px et Py ; ou encore la lot Px 1y de X +Y est donné par

(62) Px+y = PX * Py;

ou enfin la fonction de répartition H de X +Y est donnée par

(6.3)  H(z) = (F+G)(2) = /F(z ) dG(y) = /G(z _ o) dF(z).

Démonstration. — D’apres le Théoreme 2.2, la loi du couple (X,Y)
est la mesure de probabilité produit Px ® Py. Supposons que X et YV
sont définies sur le méme espace probabilisé (2,2, P) (en toute rigueur, il



138 CHAPITRE 11 : LOIS ABSOLUMENT CONTINUES

faudrait démontrer que c’est toujours possible; admettons ce résultat ici) et
notons g la fonction réelle de deux variables réelles : g(x,y) = = + y. En
désignant par Pp la loi du couple 7' = (X,Y), on a X +Y = go T, puis
H(z) =P{X+Y <z} =P{goT <z} =Pr{g < z}. D'ou

HE) = [ Tgea @) dPre.g),

soit, d’apres le Théoreme de Fubini 2.3,

HE) = [ Py () [ Tgea (o) dPx(a)
Or Ijy<.y(z,y) = 1si z+y < z et 0 autrement. D’olt
Ig<ay (@,9) = I{) ooy} (%)

et donc

HE) = [ aPy() [ T @) dPx(a)
— [FG -y dpr) = [ Pl -y dGw).
R

R

On obtient I’égalité avec le membre tout a droite de (6.3) en intégrant d’abord
par rapport a y. []

Cette proposition, et tout particulierement la formule (6.2), entraine que
le produit de convolution est commutatif et associatif :

P+xQ=Q=x*P, P+x(QxR)=(PxQ)=«R.
Lorsque les lois F et G sont absolument continues, on a le résultat suivant.

PRrROPOSITION 6.2. — Si F et G admettent des densités f et g, alors
H =F x G admet la densité h donnée par :

(6.4) h(z) = / F(z— ) gly) dy = / o(z - 2) f() de.

La densité h est appelée le produit de convolution des densités f, g, et est
notée f x g.

Démonstration. — Par définition des densités de probabilité, on a :
+oo zZ—y
He) = [ Fe-nacw = [ ([ f@d)awdy

B /;OO (/OO fl—y) dw)g(y) dy
B / Z ( / :Of<x ~ y)g(y) dy ) da,

— 00

par le théoréme de Fubini appliqué aux intégrales doubles sur R2. D’ou
h(z) = [ f(z —y)g(y) dy est une densité pour H(z). []
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COMPLEMENTS ET EXERCICES

1. — Dans I’Application du Théoreme 2.3, on a démontré que, lorsque
deux variables aléatoires X7 et X5 sont indépendantes, I’espérance mathéma-
tique de leur produit est égale au produit de leurs espérances mathématiques.
La démonstration donnée utilise le fait que ’on peut définir ces espérances
par rapport & l'espace probabilisé (R?, B2, P; ® P3). On peut aussi faire la
démonstration par rapport a ’espace probabilisé abstrait (€2, 2, P) sur lequel
ces deux variables aléatoires sont définies. On a recours alors aux techniques
de construction de l'intégrale développées au chapitre 10.

D’abord, E[X;X5] = E[X;]E[X5] lorsque X; et Xo sont des variables
aléatoires simples positives, puisque cette relation a déja été établie au
chap. 8, Théoreme 4.3 (C), pour les variables aléatoires discretes.

a) Utiliser la décomposition (5.4.1) du chap. 10, appliquée a deux
variables aléatoires positives, pour montrer que la précédente relation est
encore vraie pour les variables aléatoires positives.

b) Conclure que la relation est vraie pour des variables aléatoires quel-
conques (admettant toutefois des espérances mathématiques finies!) en uti-
lisant les représentations habituelles : X; = Xt — X (i = 1,2).

2. — Soient X une variable aléatoire absolument continue, fx sa den-
sité de probabilité, Sx son support (cf. le commentaire suivant la Proposi-
tion 4.3). Soit d’autre part h = R — R une fonction mesurable telle que
I'ensemble h(Sx) soit fini ou dénombrable. Montrer que la variable aléatoire
Y = ho X est alors discrete

a) de support Sy C h(Sx);

b) de fonction de masse : Yy € Sy, 7y (y) = / fx(z)dz.

h=*({y})

3. — Soient X une variable aléatoire absolument continue, fx sa densité
de probabilité supposée continue, Sx son support. Soit d’autre part A : R —
R une fonction continiiment dérivable et strictement monotone. Montrer que
la variable aléatoire Y = ¢ o X est alors absolument continue

a) de support Sy = f(Sx);
b) de densité de probabilité

fr(y) = {fX(h_l(y)) [(h ()|, siye Sy;

0, sinon.

4. (Ph. Artzner). — Soit X une variable aléatoire positive admettant
une densité f contintiment dérivable et strictement décroissante. Désignons
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par M la médiane (voir chap. 8, § 10) de X et par E[X] son espérance
mathématique (qui peut étre égale a +00). Alors M < E[X].

5. — Soient X7, X5, X3 trois variables aléatoires indépendantes, chacune
de loi uniforme sur [0, 1]. Calculer les densités de probabilité de X; + Xo,
X1+ Xo+ X3, Xy — Xo.

6. — Soit X une variable aléatoire de densité f(x) = Ijg1)(z). Alors la
variable centrée Y = X — 1 a pour densité g(z) = f(y + 3) = I[—1/2,1/2(¥);
sa loi est la loi uniforme sur [—1/2,1/2]. Soient ensuite X7, X5, X3 trois
variables aléatoires indépendantes, chacune de loi uniforme sur [0, 1]. Alors
Y1 = X — %, Yo = Xy — %, Y; = X3 — % sont trois variables aléatoires
indépendantes, chacune de loi uniforme sur [—1/2,1/2]. Déterminer les lois
de Y1+1/2, de Y1—|—Y2—|—Y3 et de Yl —1/2.

7. — Soient n > 2 et X1, Xo,..., X, une suite de n variables aléatoires
indépendantes, chacune de loi uniforme sur [0, 1]. Soit f, la densité de la
somme X; + X5 + - -+ X,,. Pour tout x réel, on pose ()" = max(0,z). La
densité f, est donnée par :

(P (@Rt ,
kZ:O(—l) (k) TR si0<z<n;

0, sinon.

fn(z) =

Noter qu’un calcul direct de fo et f3 a été demandé dans I’exercice 5.

8. — Soient n > 1 et X1, Xo,...,X,, une suite de n variables aléatoires,
indépendantes, chacune suivant la loi uniforme sur [0, 1]. On note f,, (resp.
F,) la densité (resp. la fonction de répartition) du produit X = X7 X5 -+ X,,.
Alors

@ o) = B Ty (o)
(—Logz) (—Logw)? (—Logx)"1! )
(0) Fufw) = o1+ F + i e )

re(0,1] et Fp(z) =0siz<0; Fp(z)=1,six > 1.
On remarque que, lorsque n tend vers l'infini, on a F,,(z) — ze~1°8% =1,
pour tout = €]0, 1], c’est-a-dire X1 Xo--- X, ~£.0 (¢f. Chap. 16, §1).

[Indication : pour (a) commencer par calculer fs au moyen de la loi du
produit (p. 200). Une simple récurrence fournit la valeur f,, pour n > 2. Pour
obtenir (b), effectuer une simple intégration.]



CHAPITRE 12
VECTEURS ALEATOIRES; ESPERANCE
CONDITIONNELLE. LOIS NORMALES

On trouve dans ce chapitre, d’abord une courte étude des vecteurs
aléatoires a deux dimensions et de leurs lois de probabilité. Pour la sous-classe
des vecteurs aléatoires dont la loi de probabilité est absolument continue, on
donne ensuite un exposé sur I’espérance conditionnelle, avec la liste des regles
de calcul. Le chapitre se termine par un traitement des lois normales a deux
dimensions.

1. Définitions et premieres propriétés. — Comme déja défini au
chap. 5, § 3, une variable aléatoire a deuxr dimensions (on dit encore vecteur
aléatoire o deuz dimensions) est une application mesurable X : (2,2, P) —
(R2,B?). Considérons les deux projections canoniques 7; : (x1,Z2) — ;
(i = 1,2) de R? dans R. Alors les applications coordonnées de (€,%2l, P) dans
(R, B') définies par X; = m; o X (i = 1,2) sont toutes deux mesurables. Ce
sont donc deux variables aléatoires, appelées variables aléatoires marginales.

On écrit souvent X = (X1, X3) ou X = <§1> et 'on parle aussi de couple
de variables aléatoires pour désigner X. 2

Soit X : (2,%,P) — (R?,B%) un vecteur aléatoire & deux dimensions.
Au chap. 5, §4, on a défini la loi de probabilité du vecteur X comme étant
'application, notée Px, qui envoie tout B € B? sur le nombre Px(B) =
P(X~1(B)). D’apres la Proposition 4.1 du chap. 5, I'application Px est une
mesure de probabilité sur (R2, B2?) appelée loi de probabilité de X. On dira
encore que c’est la loi conjointe du couple X = (X1, X3).

Comme déja vérifié pour les variables aléatoires discretes (voir Corol-
laire 1.2 du chap. 8), la loi conjointe de X = (X7, X2) détermine les lois
des variables aléatoires marginales X7, X (lois marginales). Ceci fait I’'objet
de la prochaine proposition.

PROPOSITION 1.1. —  La loi conjointe Px de X = (X;1,X5) permet
de déterminer les lois (dites marginales) Px,, Px, des variables aléatoires
marginales X1, Xa, de la facon suivante. On a pour tout B € B*

Py,(B) =Px(m '(B))  (i=1,2),
c’est-a-dire Px, est l'image de Px par Uapplication ;.
Démonstration. — On a X; = m; o X. Pour tout B € B! on en déduit :
Px,(B) =P(X;'(B)) =P(Xtor '(B)) =Px(m; " (B)). [

(2
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Définition. — On appelle fonction de répartition (conjointe) de (la loi)
de X = (X1, X5) la fonction de deux variables réelles définie par

F(zi,22) = P{X1 <21, X5 <z}
On voit qu’elle peut s’exprimer au moyen de la loi conjointe de X par
F(z1,22) = Px (] — 00,21]x] — 00, 2] ).

Les fonctions de répartition conjointes des couples de variables aléatoires
ne sont pas tres utilisées, ne serait-ce qu’en raison du fait qu’il n’existe pas
de relation d’ordre naturelle sur R?; aussi n’allons-nous pas en décrire les
propriétés (certaines ont déja été étudiés dans 1’exercice 11 du chap. 5). Nous
mentionnons toutefois les trois propositions suivantes.

PROPOSITION 1.2. — La donnée de la fonction de répartition conjointe
d’un couple X = (X1, X3) équivaut a celle de la loi de X.

PROPOSITION 1.3. — La fonction de répartition conjointe F d’un couple
X = (X1, X2) permet de déterminer les fonctions de répartition F1, Fo des
variables aléatoires marginales X1, Xo (a savoir les fonctions de répartition
marginales) comme suit :

Fi(x1) =P{X; <21} = lim F(z1,22) =F(x1,+00);
xro——+00

FQ(.I‘Q) = P{XQ S (132} = lim F(%l,xg) = F(—|—OO,.’L‘2)

xr1——+00

PROPOSITION 1.4. — Les wvariables aléatoires marginales X1, Xo sont
mdépendantes, si et seulement si la fonction de répartition conjointe du
couple (X1, X2) est égale au produit des fonctions de répartition marginales.

Le théoreme du transfert a déja été énoncé au chap. 11, Théoreme 1.1, pour
les variables aléatoires réelles. Nous nous contentons d’en donner un nouvel
énoncé pour les vecteurs aléatoires a deux dimensions. Sa démonstration est
completement analogue.

THEOREME 1.5 (théoréme du transfert). — Soient un vecteur aléatoire
X (Q,P) — (R%,B?) et Px sa loi. Soit, d’autre part, g : (R?,B%) —
(R, BY) une fonction mesurable. Alors go X est une variable aléatoire. On a,
de plus, lidentité

/Q(QOX)dP:/RQQdPX<: 429($1,$2)dPX($17$2)>,

pourvu que 'un de ses deuxr membres soit défini en tant qu’intégrale abstraite,
c’est-a-dire soit absolument convergent. St c’est le cas, la valeur commune
de ses deux membres est notée Elg o X]| ou E[g(X1, X3)].

Notons que le membre de droite de cette identité est une intégrale sur
(R2, B2, Px) et peut donc étre calculé a partir de la loi Px de X.
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2. Loi de probabilité absolument continue, densité de probabilité
Comme pour les mesures de probabilité sur la droite, il existe une classe
importante de mesures de probabilité sur (R?, B2), que I'on peut définir a
partir de fonctions réelles positives, de deux variables réelles, intégrables par
rapport a la mesure de Lebesgue sur ce dernier espace (cf. chap. 10, §5). Ce
sont les mesures de probabilité absolument continues. Leur définition formelle
est donnée ci-apres en utilisant la terminologie des couples de variables
aléatoires. Par commodité, nous désignerons désormais par (X,Y’) un couple
de variables aléatoires, au lieu de la notation (X7, X5) utilisée plus haut.

Définition. — Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires et Py y sa loi
conjointe. On dit que la loi Px y est absolument continue (par rapport a la
mesure de Lebesgue sur (R?, B?)), sil existe une fonction mesurable & valeurs
positives f : (R2, B?) — (RT, B!) telle que pour tout B € B? on ait :

@) Pur(B) = [ fadedy= [ f@) Ity dedy.

La fonction f est appelée densité de probabilité conjointe de (la loi) de (X,Y).
On la note aussi fx y(z,y).

PROPOSITION 2.1. — Toute densité de probabilité conjointe f vérifie
D120
b) Jpe fl@,y)dedy =1;
c) la fonctzon de répartition conjointe F = Fx y peut étre représentée
par F(z, fﬁoom]x] soy F(u,v) dudv ; o2
d) si f est continue au point (xo,yo), alors f(xo,yo) = —=—F(z,y) au
0xdy
point (z,y) = (20, Yo)-

PROPOSITION 2.2. — Si le couple (X,Y) est absolument continu, alors
ses vartables aléatoires marginales sont absolument continues et sa densité
conjointe f(x,y) = fxy(z,y) détermine les densités marginales fx(z),
fy (y) au moyen des formules :

x):/RfX,Y(%y)dy, fY(y):/RfX,Y(Ivy)dx

PROPOSITION 2.3. —  Soit (X,Y) un couple de wvariables aléatoires,
f(x,y) sa densité conjointe et fx(z), fy(y) les densités marginales de X,
Y, respectivement. Alors les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

a) X etY sont indépendantes ;
b) pour (Lebesgue)-presque tout (z,y) € R?, on a

fxy(z,y) = fx(@)fy(y).
Démonstration
a) = b). Supposons (X,Y) indépendant. Alors, en désignant par
F = Fx y sa fonction de répartition conjointe et par Fx, Fy ses fonctions
de répartition marginales, il vient, pour tout (z,y) € R?

F(z,y) = Fx(z)Fy(y).
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En prenant la dérivée mixte 92 /0x y des deux cotés (elle existe Lebesgue-
presque partout), on obtient b).
b) = a). Supposons b) réalisée; alors, pour tout (z,y) € R%, on a :

Fap)= [ gl o) dude

= x(u) du v(v)dv = Fx(x)Fy(y).
/]_m]fm /]_Oo’y]f() (#)Fy (4)

Il en résulte que X et Y sont indépendantes. []

PROPOSITION 2.4. —  Soit (X,Y) un couple de wvariables aléatoires
absolument continu, de densité conjointe f et soit g : (R?, B?) — (R, B) une
fonction mesurable. Alors go(X,Y') est une variable aléatoire dont ’espérance
mathématique est donnée par

E[go (X,Y)] = /RQQ(%y)f(w,y) dzx dy,

pourvu que l’intégrale au second membre soit absolument convergente.

3. Loi de probabilité conditionnelle, espérance mathématique
conditionnelle, régression. — Quelle que soit la maniere d’aborder la
question, la définition de I’espérance mathématique conditionnelle reste un
sujet difficile, si I’on veut en donner une définition avec toute la rigueur sou-
haitée. Nous allons traiter successivement les deux cas usuels, celui ou le
couple de variables aléatoires (X,Y') est discret et celui ou (X,Y) est abso-
lument continu. On peut évidemment introduire un formalisme qui permet
d’englober ces deux cas — c’est ce que nous proposons dans ’exercice 1. De
toute fagon, il faut dans chaque cas trouver la formule explicite de la loi de
probabilité conditionnelle ou de I’espérance conditionnelle.

(A) Cas ou le couple est discret. — Supposons que (X,Y) soit un
couple de variables aléatoires discretes, prenant les valeurs (x;,y;), ol ¢
(resp. j) varie dans un ensemble fini ou dénombrable I (resp. J). Posons
P{X=u,Y =y} =pij, P{X =2;} =p;, P{Y = y,;} = p ;. On suppose
que les z; (resp. y;) sont tous distincts et les probabilités p;. (resp. p ;) toutes
strictement positives. Pour ¢ € I fixé et tout j € J posons :

N _ o P X =, Y=y} py

B1)  bl) = P{Y =gy | X = = e TS B

La mesure discrete Zjej bi(j) €y, , portée par les y; (j € J), est une mesure

de probabilité. Il est naturel de I’appeler loi de probabilité de Y conditionnelle
Supposons que Y ait une espérance mathématique finie, de sorte que la

série de terme général p jy; (j € J) est absolument convergente. Par suite,
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pour ¢ fixé, la série de terme général b;(j)y; (j € J) est aussi absolument
convergente. Il est naturel d’appeler la somme de cette série 'espérance
mathématique de Y conditionnelle a {X = x;} et de la noter E[Y | X = x;].

On pose donc
ElY [ X = 2] = 3 i)y,
jeJ
Si & chaque valeur E[Y | X = x;] on associe la probabilité p; (i € I), on définit
la loi de probabilité d’une certaine variable aléatoire, qu’on note E[Y | X]. On
lappelle espérance mathématique de Y en X. Il faut bien noter que E[Y | X]
est une variable aléatoire. Calculons son espérance mathématique. On a :

B [X]] =) pBY [ X =2]=Y pi > bi(j)y

el el Jjed
b
=D_p D = ) Py = BV,
il JEJ jeJ

On retrouvera cette formule dans le Théoreme 3.3. De méme, si on pose
a;(i) = P{X = x;|Y = y;} = pij/p;, on peut définir la loi de X condi-
tionnelle a {y = y;} comme étant ) ., a;(i)e,,, puis, si X est d’espérance
mathématique finie, [’espérance de X conditionnelle a {Y = y;}, a savoir
EX|Y = y;] = > cra;(i)z;, enfin E[X|Y] comme étant une variable
aléatoire prenant la valeur E[X |Y = y;]| avec la probabilité p ; pour tout
jed.

(B) Cas ou le couple est absolument continu. — 1l s’agit de trouver une
formule analogue a la formule (3.1). La difficulté ici vient du fait que pour
tout x réel on a P{X = z} = 0. Désignons par f(z,y) = fx y(z,y) la densité
conjointe et par fx(x), fy (y) ses densités marginales. Nous allons voir qu’en
remplagant les quantités P{X = z,Y = y} et P{X = z} par fxyv(z,y)
et fx(z), respectivement, on peut définir la loi de probabilité et 1’espérance
mathématique conditionnelles de facon satisfaisante.

Définition. — Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires absolument
continu, soit fx y(x,y) sa densité conjointe et fx(x), fy(y) ses densités
marginales. Soient, de plus, go(y) et ho(x) deux densités arbitraires sur
(R, BY).

On appelle densité de Y conditionnelle ¢ {X = x}, la fonction fy| x (-] )
de y définie par

Ix Y(JS ,Y)
frixle) =< fx(@)
90(v), sinon.
De méme, on appelle densité de X conditionnelle a {Y = y}, la fonction
fx|v(-|y) de x définie par

Ix, Y(CU,?J)
fxiv@ly) =4 fy)
ho(x), sinon.

si x est tel que fx(z) > 0;

si y est tel que fy(y) > 0;



146 CHAPITRE 12 : VECTEURS ALEATOIRES

Remarque 1. — 1l résulte de cette définition que, pour presque tout x, on
a, pour presque tout v,

(3.2) fxy(r,y) = fx(@)fyx(lz).

En effet, cette égalité est vraie par définition si fx(xz) > 0. Supposons
fx(zo) = 0, cest-a-dire [ fx y(zo,y)dy = 0, alors fxy(zo,y) = 0 pour
presque tout y, d’ou fx vy (zo,y) = fx(z0)fy|x(y|xo) pour presque tout y.
On voit de méme que, pour presque tout y, on a, pour presque tout z,

(3.3) Ixy(z,y) = fy(w)fx v(zl|y).

Remarque 2. — 1l en résulte que

nmszwmwn@@, h@Z/hmM@kww,

c’est-a-dire chacune des densités marginales est une combinaison convexe de
densités conditionnelles.

PROPOSITION 3.1. — Pour tout x la fonction fy | x(-|x) posséde toutes
les propriétés d’une densité de probabilité. De méme, pour tout y, la fonction
fx v (-|y) possede toutes les propriétés d'une densité de probabilité.

Les démonstrations sont immédiates.

PROPOSITION 3.2. —  Soit (X,Y) un couple de wvariables aléatoires
absolument continu. Désignons par fx(x), fy(y), fv | x(|z), fx|v(-|y) les
densités marginales et conditionnelles. Si le couple (X,Y) est indépendant,
alors

1) Pour tout x tel que fx(x) >0, on a fy|x(y|z) = fy(y).
2) Pour tout y tel que fy(y) >0, on a fx|y(z|y) = fx(z).
Les démonstrations sont immédiates.

~— —

Définition (Espérance mathématique conditionnelle). — Soit (X,Y’) un
couple de variables aléatoires absolument continu. On conserve toutes les
notations précédentes pour les densités marginales et conditionnelles. En
particulier, fy|x(-|7) désigne la densité de Y conditionnelle a {X =
z}. Pour tout x réel, lintégrale [,y fy|x(y|z)dy, si elle est absolument
convergente, peut s’interpréter comme 1’espérance mathématique de Y par
rapport a la loi de probabilité de densité fy|x(-|x). Si donc l'intégrale
précédente est absolument convergente, on pose

(3.4) IWHX:ﬂ=Ayhmwmwy

et on appelle cette intégrale 1’espérance mathématique de Y conditionnelle a
{X ==z}
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Maintenant 'application e :  +— e(z) = E[Y | X = z] est une fonction
réelle d’'une variable réelle. La fonction composée e o X est une variable
aléatoire réelle (définie sur (2,2, P). On la note E[Y | X] et on Pappelle
I’espérance mathématique conditionnelle de Y en X. On définit, de fagon
analogue, ’espérance mathématique conditionnelle de X en Y.

Dans le théoreme suivant, on est amené a considérer ’espérance mathéma-
tique de la variable aléatoire réelle E[Y | X|. On notera que cette espérance
mathématique est calculée non sur l'espace (2,2, P), mais sur l’espace
(R, B, Px), par rapport a la loi Px de X. Toutefois, dans des exposés plus
avancés, la notion d’espérance mathématique conditionnelle est définie de
fagon naturelle sur 'espace (2,2, P).

THEOREME 3.3 (Théoréme de l'espérance mathématique conditionnelle)
Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires. On suppose E[|Y]|] < +oo.
Alors on a lidentité

E[Y] = E[E[Y | X]].

Démonstration. — On a formellement :
E[Y] = /RZ y fx,y(z,y)dedy = /R? y fx () fy | x(y|z)dedy

= [[[otrixtulo)d) sxte)dn = [ BY X =l fx(o)do
=E[E[Y[X]].
De par I'hypothese E[|[Y]] < 400, ces calculs formels sont licites. []

Définition (Courbes de régression). — Soit (X, Y) un couple de variables
aléatoires vérifiant E[|X|] < +oo, E[]Y]|] < +oo. Le graphe de z —
E[Y | X = z] est appelé la courbe de régression de Y en X. Le graphe de
y — E[X |Y = y] est appelé la courbe de régression de X en Y.

Remarque. — Ces deux courbes sont en général distinctes. Si, par exemple,
X et Y sont indépendantes, le graphe de = +— E[Y | X = x| est une droite
parallele & Oz et celui de y — E[X |Y = y| est une droite parallele a Oy.

Les courbes de régression vérifient des propriétés de minimalité, utilisées
en statistique, comme le montre le théoreme suivant.

THEOREME 3.4. — Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires vérifiant
E[Y?] < oo. La courbe de régression de Y en X wérifie la propriété de
minimalité suivante : soit u une fonction réelle mesurable ; on suppose que
[’expression

(3.5) E[[Y — u(X))?]

est finie. Lorsque la fonction mesurable u wvarie, il en est de méme de
Pexpression (3.5) et celle-ci passe par un minimum atteint pour la fonction
u(x) = E[Y | X = z]. La valeur de ce minimum est E[[Y — E[Y | X]]?].
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Démonstration. —  Supposons toujours le couple (X,Y) absolument
continu et utilisons les notations ci-dessus

BLY — (X7 = [ = (@R fxy (o) dady

B /fo@c) [/R[y —u(@)]’ fy | x(y|z) dy|dz.

Pour tout nombre réel = fixé, 'intégrale entre crochets au dernier membre
est minimum pour w(z) = [y fy|x(w|z)dy = E[Y |X = z], d’apres la
Proposition 5.3 du chap. 8, énoncée pour les variables aléatoires discretes,
mais en fait valable pour les variables aléatoires quelconques. []

4. Regles de calcul concernant les espérances conditionnelles
Nous regroupons dans ce paragraphe quelques regles de calcul sur les
espérances conditionnelles. Les notations précédentes concernant toutes les
espérances (conditionnelles ou non) de X et de Y sont conservées. On écrit
indifféremment E[Y | X] ou Ex[Y]. Les symboles g, h (avec ou sans indices)
désignent des fonctions réelles mesurables dont les arguments sont évidents
d’apres ’écriture. Nous supposons enfin que toutes les espérances qui inter-
viennent existent.

Soit tout d’abord h une fonction réelle mesurable de deux variables réelles.
Le produit de composition h o (X,Y) est une variable aléatoire réelle. On
définit son espérance mathématique conditionnelle a {X = x} par :

(4.1) EMMXYHX=ﬂ:AM%whm@MMy

Lorsque h(z,y) = y, on retrouve bien la définition (3.4).
THEOREME 4.1
1) On a les identités :
E[E[ho (X,Y)|X]] = /E[ho (X,Y)| X =2 fx(z)de =E[ho (X,Y)].

En prenant, en particulier, h(xz,y) = g(y), on obtient la formule de
l’espérance conditionnelle du Théoréme 3.3 pour la variable goY :

E[E[goY’X]]:/E[goY|X::L’]fx(:l,‘)dflz:E[goY].

2) Si X, Y sont indépendantes, alors ElgoY | X] = E[go Y].
3) On a toujours : Elgo X | X] =go X.
4) Pour X etY quelconques, on a
Ex[Ex[Y]] = Ex[Y];
El(g1 0 X)(g20Y) | X] = (910 X)E[g2 0 Y | X].

Ainsi, dans le calcul de l’espérance mathématique conditionnelle par rapport
a X, la fonction g1 o X se comporte comme une constante.
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Démonstration. — La démonstration de 1) est tout a fait similaire a la
démonstration du Théoreme 3.3, en faisant usage de (4.1). Sil’on pose e(x) =
E[ho (X,Y)|X = z], 'espérance mathématique conditionnelle de ho (X,Y)
en X, notée E[ho(X,Y)| X], est la fonction composée eom o (X,Y) = eo X.
C’est encore une variable aléatoire définie sur (€2,2(, P). La premiere identité
de 1) montre que l'espérance mathématique de cette variable aléatoire est
calculée sur (R, B!, Px) :

E[Elho (X,Y)|X]] =Eleo X]| = /Re(x) fx(z)dx

:/RE[ho(X,YﬂX:x] fx (@) dr.

= [[[ 1o fr xtw12) ] xc(o)
R=JR

- / W) Sy (@) dedy = Bl o (X, V)]

2) Si X et Y sont indépendantes, on a :

E[goY\XIfL‘]:/Rg(y)fmx(y!@dy:/Rg(y)fy(y)dyzE[goY],

d’aprés la Proposition 3.2 et le fait qu’on peut calculer E[g o Y] sur 1'espace
probabilisé (R, B, Py). La quantité e(z) = E[go Y | X = z] est alors une
constante égale a E[g o Y]. Il en est de méme de E[go Y | X]| égale a eo Y.
Ceci prouve la formule 2).

3) On note que pour tout x on a :

Elgo X | X = z] :/Rg(w)fy(y)dyzg(x)Afy(y)dyzg(w),

qui vaut aussi e(x) dans les notations précédentes. D’oti g = e et E[go X | X] =
eoX =goX.

4) La premiere identité résulte de 3) en prenant g o X = E[Y | X]. Pour
prouver la seconde identité, il est commode de poser ex(x) = E[go0Y | X = ],
de sorte que E[ga oY | X| =e20 X et e(x) =E[(g1 0 X)(g20Y) | X = z], de
sorte que E[(g1 0 X)(g20Y)|X]=eo0 X.On a:

e(2) =Agl<x>gz<y>fY|X<y|x>dy:gl<x>Ag2<y>fY|X<yrx><y>dy
— (@) Elgz oY | X = 2] = gu(z)ea ().
DotteoX = (g1 0 X)(ea0 X). []

Supposons que A soit un évenement dont 'indicatrice 4 s’exprime comme
une fonction mesurable h o (X,Y) du couple (X,Y). Ainsi A = {X < Y}
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est un tel éveénement, puisqu’on peut écrire : Iyx.y} = ho (X,Y) avec
h(z,y) = I{z<y1(7,y). On peut alors utiliser les formules précédentes pour
une telle indicatrice. Se rappelant que 'on a P(A) = E[14], on trouve encore

P(A) = E[l4] = E[E[l4 | X]].

D’ou, en posant les définitions

(4.2) P{A| X =z} =E[I4| X =z,

(4.3) P{A| X} =E[l4]X],

on trouve l'identité

(4.4) P(A) = /RP{A|X — 2} fx (@) da

La fonction P{A| X = z} est la probabilité de A conditionnelle a {X = x}.
La formule (4.4) est fréquemment utilisée dans l’évaluation de certaines
probabilités, une fois que 'on sait calculer P{A | X = x}.

Exemple,l. — Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires absolument
continues. Evaluons d’abord la formule P{X < Y | X = z}, en utilisant les

fonctions h(z,y) = I{z<y) (2, y) et g(y) = I{z<y}(y). On a :
P{X <Y |X =2} =E[l{xcy}| X =2] =E[ho(X,Y)|X = 1]

N /Rh(%y) frix(y|z)dy = /Rl{w<y}($,y) Frix(ylz)dy

:/RI{Ky}(y)fmx(ylw)dyZ/Rg(y)fwx(y!x)dy
=E[lgoY | X =2 =E[ljcyy | X =2] =P{z <Y |X =2}

Si les variables X et Y sont indépendantes, on a fy | x(y|z)(y) = fy(y), de
sorte que

P{X<Y\X=x}=P{x<Y|X=m}=41{x<y}<y>fY|X<y\x>dy

= /}Rl{x<y}(y) fy(y)dy =P{z <Y}

Ezemple 2. — Si X et Y sont deux variables aléatoires réelles, indépen-
dantes, suivant chacune une loi exponentielle de parametre \ et u, respecti-
vement, alors P{X <Y} = X/(\+ p).

En effet, la densité de X est donnée par fx(z) = )\e*MI{mZO}. D’apres
(4.3) et I'Exemple 1, on a :

P{X<Y}:/OOP{X<Y|X:x}fX(x)dx

:/OOOP{Y>x|X:x}fX(x)dx:/oooP{Y>:c}fX(x)da:

o0 o0 )\
= / e M Ne M dgp = )\/ e~ At gy — 2
0 0 A+
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5. La loi normale & deux dimensions. — La loi normale A/ (0, 1) sera
étudiée au chap. 14, § 3. Pour traiter ce qui va suivre, on a simplement besoin
de savoir que cette loi admet la densité (1/ \/ﬁ)e_xz/ 2 sur toute la droite.

/

: I 1
Si donc M’ = X}
loi normale A/ (0,1), il est absolument continu, d’apres la Proposition 2.3 et
sa densité est égale au produit des densités de X et de X}. Par ailleurs,
la fonction génératrice d’un couple de variables aléatoires sera étudiée au
chap. 13, § 6, comme étant la fonction E[e“llx 1+Hup X é] des deux variables réelles

est un couple de variables aléatoires indépendantes de

/ /
u) et uhy. En posant v’ = (u’l ) et o/ = (x’l ), il est ainsi immédiat que M’
2 2

admet une fonction génératrice et une densité conjointe données par

t, ./ ’ 1 1
(5:1)  gar(u) = Ele™ M) = exp(5 (uh” +up”) ) = exp (510w ) 5
1 1, 2 2 1 1
(5.2)  far(a') = %GXP<—§( 1+ )) =5 exp<—§t:1:':1:'>.

. X X

Associons & M’ le couple M = ( Xl

2

M = AM’, ou A est une matrice 2 x 2, réelle. En utilisant des notations
matricielles qui apparaissent évidentes dans ce contexte, on vérifie que :

a) M est centré : E[M] = AE[M'] = A (0) — (0);

) au moyen de la transformation

0 0
b) la matrice des variances-covariances E[(M — E[M])*(M — E[M])] de
M est égale a: E]M'™M] = AE[M''M'|'A= ATA= AA.

PROPOSITION 5.1. — Le couple M admet pour fonction génératrice

U2

(5.3)  gm(u) = E[et“M] = exp(%%(A%)u), u = (ul) :

Si, en outre, A est réguliere, M admet une densité conjointe

1 1
(5.4)  farlz) = %exp(—;x(/l%)_lx)]detA_l\, z = (2) .
Démonstration. — Pour calculer gps(u) on fait simultanément les trans-

formations M = AM’ et v/ = tuA. On voit que ‘uM = *u' M’', d'ou
gar(u) = Ele*M] = Bl M| = exp(itu/'v) = exp(itu(AA)u). Dans le
cas ou det A # 0, on fait appel a la formule du changement de variables du
Théoréme 2.1 du chap. 15, appliquée a (5.2). On utilise la transformation
G : 2’ — x = Az’, de sorte que la bijection inverse est H :  +— 2’ = A7 'z
et que le jacobien de celle-ci est det A~'. On obtient ainsi

1 I 7Y I N -1
fM(ac)—QWeXp< S (AT A x>|detA I

d’ott la formule (5.4), puisque {(A71) = (PA)"tet PA) 1AL = (AA)~ L []
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La matrice A% qui figure dans (5.3) et (5.4) est la matrice des variances-
covariances du vecteur aléatoire M = AM’. En fait, nous allons voir que
toute matrice des variances-covariances I' admet une représentation de la
forme AA, c’est-a-dire est la matrice des variances-covariances dun vecteur

aléatoire de la forme M = AM’.

LEMME 5.2. — Soit I une matrice des variances-covariances 2 x 2. Alors
il existe une matrice 2 x 2, réelle, A telle que I’ = A'A.

Démonstration. — Par définition I est réelle, symétrique, définie-positive
(puisque 'ul'u = E[||*udl]|?] > 0); elle admet donc des valeurs propres A,
Ao positives ou nulles. 1l existe donc une matrice 2 x 2, réelle, orthogonale S

telle que
Sfl rs = >\1 0 — \/)\71 0 \/)\_1 0
0 A 0 VA 0 Vi)’

s ()T )

d’ott T' = A'A, en posant A:S( 5\1 \/O)\—> [Noter que S—1 = 'S,
puisque S est orthogonale.] [] 2

On en déduit

En choisissant A conforme au Lemme 5.2, le couple M défini par M =
AM' a une loi dont la fonction génératrice et la densité conjointe, le cas
échéant, sont données par (5.3) et (5.4). On voit que cette loi ne dépend que
de T'; on la note N3(0,T); elle fait 'objet de la définition suivante.

Définition. — Donnons-nous une matrice des variances-covariances I' =
2
o 0102 . p .
1 p 5> ), (01 > 0,09 >0, |p| <1). On dit qu'un couple aléatoire
PO102 g5

M = (ﬁl) suit la loi normale centrée No(0,T), s’il admet pour fonction
2

génératrice

1 1
(5.5) gu(u) = exp(iufu) = exp(§ (oiui + 2poioouius + U§u§)>

Si en outre detI'" # 0, c’est-a-dire si |p| < 1, il admet une densité conjointe
donnée par

VdetT'—1 1
fu(x) = e—exp<——tx1“_1x>
2 2
1 1 x r1 T2 T3
TR exp(— L (H _gpme oY)
(5.6) 2w o109 /1 — p? 2(1 — p?) \o? pal oy 02

La loi M2(0,T) est dite dégénérée ou non dégénérée, selon que detT" = 0 ou
# (. Seules les lois non dégénérées admettent des densités conjointes. La
propriété suivante n’est qu’une redite.
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X1
Xo
des vartances-covariances est I' ; en d’autres termes, les variables aléatoires
marginales X1 et Xo sont centrées et leur coefficient de corrélation linéaire
est p.

PROPRIETE 5.3. — Le couple M = est centré et sa matrice

Les deux propriétés suivantes sont évidentes sur la forme de gps(u).

PROPRIETE 5.4. — Les variables aléatoires marginales X1, Xo sont des
variables aléatoires normales, centrées, de variances respectives oi et o3.

PROPRIETE 5.5. —  Une condition nécessaire et suffisante pour que
les variables aléatoires marginales X1, Xo soient indépendantes est qu’elles
soient non corrélées, c’est-a-dire que p = 0. Ainsi, dans le cas particulier
des lois normales a deux dimensions, les propriétés d’indépendance et de
non-corrélation de X1, Xo sont équivalentes.

THEOREME 5.6. — Soient M = X ) un couple de loi N3(0,T) et A

1
Xo
une matrice 2 X 2 réelle. Alors M' = A M est un couple de loi No(0,T7), ot
[V =AT'A.

Démonstration. — Faisons simultanément les transformations M’ = A M,
ty =t/ A. On a 'uM = '/ M’, dott gpp(v') = Ele ™ M| = E[e'vM] =
exp(% tuFu) = exp(% tu'(AF%)u’). []

COROLLAIRE 1. — Supposons que I' = I, c’est-a-dire que M soit un
couple de variables aléatoires indépendantes de loi N'(0,1). Une condition
nécessaire et suffisante pour qu’il en soit de méme de M' = AM est que
AA =1, c’est-a-dire que A soit une matrice orthogonale.

COROLLAIRE 2. — Si le couple (X1, X2) suit la loi normale N5(0,T),
X, X X
alors (—1, 22 ,0—1> est un couple de variables aléatoires indépendantes,
g1 09 g1
normales, centrées, de variances respectives 1, 1 — p2.
Démonstration. — Définissons M’ = A M par
X
01 _ 01
X, X, soit A = 0 1
Xp= 22—t -
02 01 01 02
Alors IV = AT'A = 1 0 []
0 1-—p2)
Remarques sur les lois dégénérées. — Considérons la loi N2(0,T") avec

detI’ = 0, c’est-a-dire p = £1. Elle n’admet pas de densité conjointe, mais
admet une fonction génératrice obtenue en faisant p = £1 dans (5.5), soit

(5.7) gm(u) = exp(%(alul + 02u2)2>.
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On voit que c’est la fonction génératrice d’un couple (X1, X3), ou X3 = 01U,
X, = +05U, avec U une variable aléatoire de loi N(0,1). Ainsi une loi
N2(0,T) dégénérée admet pour support une droite de pente +o9/01 et
passant par 1’origine.

M) (p1, p2 € R) et
M2

M’ un point aléatoire de loi N3(0,T"). On note Nao(u,I') laloi de M = M'+p
et on 'appelle loi normale a deux dimensions de point moyen p et de matrice
de variances-covariances I'. Sa fonction génératrice est donnée par

(5.8)  g(u) =exp <tu,u + %%Fu)

Remarque sur les lois non centrées. — Soient y =

1
= exp <U1M1 + ugp2 + Q(U%’Uf + 2poioguqug + U%“%))

Si en outre |p| < 1, elle admet une densité conjointe donnée par

(5.9) fu(e) = YT exp (e - T (@~ )

1 (o (52
= exp|( —
2w o109 /1 — p? 2(1 - p?) 01

() (o) (o)),

On voit que si M = <§1> suit la loi No(p,T), alors le couple (g) avec
2

U= (X1 —p1)/o1, V= (Xp— pz)/oz suit la loi N3(0,7) avec v = (;1; ,i))

Le prochain théoreme présente un double intérét, car, d’une part, il fournit
une maniere alternative pour introduire la loi normale a deux dimensions,
d’autre part, il permet, convenablement généralisé, de définir des lois nor-
males dans des espaces plus généraux, comme par exemple les espaces de
Banach.

THEOREME 5.7. — Soit M = (?1) un vecteur aléatoire centré. Les
2

deux propriétés suivantes sont équivalentes :

a) M suit une loi normale centrée a deur dimensions ;

b) toute combinaison linéaire de X1, Xo suit une loi normale centrée a
une dimension.

Démonstration. — Notons L, = ‘uM, u= (ul), une combinaison
linéaire a coefficients réels de X, Xos. 2

a) = b) : supposons L(M) = N3(0,T"). La fonction génératrice de L,, est
donnée, pour v € R, par g(v) = E[e*Ls] = E[e (vwWM] = exp(3 (‘ul'u)v?).
Ceci montre, d’apres chap. 14, §3.2 ¢), que L, est une variable aléatoire
normale, centrée, de variance ‘ul'u.

b) = a) : par hypothése, pour tout u dans R?, la variable aléatoire
L, suit une loi normale centrée a une dimension:; elle admet donc une
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fonction génératrice donnée, pour v réel, par g(v) = E[e?L+] = eQ(“’)(”2/2),
ot Q(u) = VarL, = Var(tu M) = E[(*uM)?] = E[(*u M)(*u M)]. Comme
tuM = *Mu, on en déduit Q(u) = 'wE[M'M]u = *uTu, ou T est la
matrice des variances-covariances de M.

En prenant v = 1, il vient g(1) = E[el+] = Ele *M] = ¢(1/2)"wTu_quj est,
I’expression pour la fonction génératrice de M. On voit donc que M suit la

loi N2(0,T). []

Les notations utilisées étant matricielles, seules des modifications mineures
sont a apporter a 1’étude de vecteurs aléatoires normaux M a un nombre
de dimension n > 2. En particulier, lorsque la matrice des variances-
covariances I' est réguliere, la densité de M est donnée par la formule (5.9),
lorsqu’on y remplace 27 par (277)”/ 2 au dénominateur de la fraction.

COMPLEMENTS ET EXERCICES

1. Autre traitement des lois conditionnelles (X. Fernique). — Cette
méthode permet de traiter simultanément le cas des variables aléatoires
discretes et celui des variables aléatoires absolument continues. Considérons
un couple de variables aléatoires réelles (X, Y) défini sur un espace probabilisé
(2,2, P). Notons u, Px, Py, la loi du couple, celle de X, celle de Y,
respectivement.

Soit (Q,(4)) (y € R, A € B') une famille de nombres réels indexée par le
couple (y, A) € R x BL. On dit que cette famille est la loi conditionnelle de
X relativement a Y, si les propriétés suivantes sont remplies :

(1) pour tout nombre réel y 'application Q, : A — Q,(A) est une loi de
probabilité sur R, donc, en particulier, une application de B! dans [0,1];

(2) pour tout borélien A € B I'application Q)(A4) : y — Qy(A) est
mesurable, donc, en particulier, une application de (R, B!) dans (R, B!);

(3) pour tout couple de boréliens A, B on a l'identité :

P{X €eAY e B} = E[Q()(A) : I{YEB}]-

Noter que Q(.)(A) est une variable aléatoire réelle définie sur (R,B') et
qu’elle est bornée, puisque 0 < Q,(A4) < 1 pour tout y. Le produit
Q(y(A) - Iyyepy est donc intégrable. L’espérance mathématique «[E» dans
I’identité précédente est prise par rapport a la loi Py de Y.

a) Montrer que l'identité en (3) se récrit :

/mGA,yeB dnlz,y) = /yEB (/%A de(I))dPY(y).

b) Supposons que Y soit une variable aléatoire discréte, de loi Py =

> P{Y =y;}ey,, ott J est fini ou dénombrable, en supposant les y; tous
jeJ
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distincts et les probabilités P{Y = y;} toutes strictement positives. Soit Qg
une loi de probabilité arbitraire sur (R, B') et définissons

Q,(-) = Qo, si y # y; pour tout j;
WO=\Pix e [Y =y} siy=y,

En particulier, pour y = y; et tout ensemble borélien A, on pose
Qy(A) =P{X € A]Y = y;}.

Vérifier que la fonction Q.) satisfait les propriétés (1), (2) et (3).

c¢) Supposons le couple (X,Y) est absolument continu et reprenons les
mémes notations que dans les paragraphes 3 et 4. Pour tout nombre réel y
notons Q, la loi de probabilité sur R, de densité fx |y (z |y). Vérifier les trois
propriétés (1), (2) et (3).

2. — Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires de densité conjointe
—(z+y) ; >0
_Je , siz,y>0;
f(@.y) { 0, sinon.

a) Déterminer les densités marginales de X, Y.
b) Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?

3. — Mémes questions qu’en 2) pour un couple (X,Y) de densité
conjointe :

—(z+y) ; .
Fla) ={ 27 0SSy
, sinon.

4. — Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires de densité conjointe
f(x,y). Montrer que X, Y sont indépendantes, si et seulement si f se factorise
en le produit f(x,y) = g(x) h(y), d’'une fonction de x et d’une fonction de y.

5. — Soit D le disque de centre 0 et de rayon r > 0
D = {(z,y) € R? : 2% +¢* < r?}.
On désigne par (X,Y) un point aléatoire a valeurs dans D et dont la loi
conjointe est la loi uniforme sur D, c’est-a-dire est donnée par :

1 :
f(x,y)z{m’ si (z,y) € D;
0,

sinon.

a) Déterminer les densités marginales de X, Y. Calculer E[X], E[Y].
b) Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?
c¢) Calculer Cov(X,Y). Quelle conclusion peut-on tirer de b), c) ?
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d) Déterminer la fonction de répartition G(u) puis la densité de proba-
bilité g(u) de la variable aléatoire U = X2 + Y2,

e) Calculer E[U]; en déduire E[X?], E[Y?], puis Var X, VarY.

f) Déterminer la densité fy|x(-|x) de Y liée par {X = z}. Calculer
E[Y? | X =z, puis E[X? +Y? | X = z] et E[X?2 +Y? | X].

g) On suppose a présent qu'un tireur tire sur une cible ayant la forme
d’'un disque D et que la loi du point d’impact (X,Y’) sur la cible est la
loi uniforme sur D. Au point (X,Y’) on associe la variable aléatoire L =
VX2 +Y?2, qui est la distance de (X,Y’) au centre de la cible. A un systéme
de n tirs indépendants correspond alors un systeme de n points aléatoires
indépendants, puis un systeme (Lq,...,L,) de n variables aléatoires qui
représentent les distances au centre de ces points. Ce systeme est formé de
variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées. On demande
de calculer P{min(Lq,...,L,) < a}, ou a est un réel vérifiant 0 < a < r.
Interpréter cette probabilité.

6. — Soit M = (i?) un vecteur aléatoire de loi N3(0,T") avec T' =
2
([1) ’(1)) et |p| < 1. Montrer que

a) la loi de X5 liée par {X; = x1} est la loi N(px1,/1—p?). Il en
résulte
a) E[Xo| X1 = x1] = pxy : Pespérance conditionnelle est linéaire en
x1; en d’autres termes, la courbe de régression de X5 en X; est une droite
passant par 1’origine et de pente p.
B) Var(Xs | X1 = x1) = 1 — p?; elle est indépendante de z.
b) (X1, X2 — E[X2]| X1]) est un couple de variables aléatoires indépen-

dantes, normales, centrées, de variances respectives 1, 1 — p?.

7. — Soit (X1, X5) un couple de variables aléatoires dont les lois mar-
ginales sont des lois normales N'(0,1). Il n’en résulte pas que (X7, X3) soit
normal. Imaginer un exemple.

8. — Soit M = (X,Y) un vecteur aléatoire absolument continu, de
support R?, dont les composantes X, Y sont indépendantes. Montrer que
les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

a) X et Y suivent toutes deux une méme loi normale centrée;
b) laloi de M est isotrope, c’est-a-dire est invariante par rapport a toute
rotation autour de l'origine.

9. — On lance un dé parfait ; ceci étant fait, on lance une piece de monnaie
parfaite un nombre de fois égal au nombre de points amenés par le dé. On
désigne par X le nombre de points amenés par le dé et par Y le nombre de
“pile” amenés par la piece de monnaie.

a) Déterminer la loi conjointe du couple (X,Y).

b) Calculer E[Y].
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10. (Calcul de lespérance mathématique d’une variable géométrique)
Soit une urne contenant r boules blanches et s boules noires (r,s > 1);
on pose p = r/(r + s). On procede a une suite de tirages avec remise et ’on
désigne par N le nombre de tirages nécessaires pour amener pour la premiere
fois une boule blanche (IV est alors une variable aléatoire géométrique).

On introduit une variable aléatoire X qui prend la valeur 1 ou 0, sui-
vant que la premiere boule tirée est blanche ou non. Calculer I'espérance
mathématique de N en utilisant les formules sur I'espérance conditionnelle,
lorsque 1'on conditionne N par rapport a la variable X.

11. (Suite de I'exercice 10). — Soit une urne contenant r boules blanches
et s boules noires (r,s > 1). On procede a une suite de tirages sans remise
et 'on désigne par N, s le nombre de tirages nécessaires pour amener pour
la premiere fois une boule blanche. Pour calculer E[N, 4], on peut procéder
comme suit : soit X la variable aléatoire qui prend la valeur 1 ou 0 suivant
que la premiére boule tirée est blanche ou noire. On calcule E[N, ;] par la
formule E[N, ;] = E[E[N, | X]].

a) Montrer que les nombres a, s = E[N, 4| vérifient le systeme de récur-
rence : ars = 1+ (s/(r + s))a,s—1 pour r,s > 1 et a9 = 1 pour tout
r>1.

b) Montrer que ce systéme admet une solution et une seule donnée par
Qp s = E[Nr,s] = (T' + s+ 1)/(7‘ + 1)

12. — Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires a valeurs dans N
et vérifiant 0 < Y < X, E[X] < 4oo. On suppose que la loi de Y,
conditionnellement & X, est la loi uniforme sur {0,1,..., X}.

1) Calculer E[X] en fonction de E[Y].
2) Montrer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
a) le couple (X —Y,Y') est indépendant ;
b) la variable aléatoire Y suit une loi géométrique : P{Y = n} = ¢"p
(n>0).

13. (Stéphanie et ’assurance-chomage). — Soit X le temps s’écoulant
jusqu’a linstant ot un individu d’une population donnée se retrouve au
chomage. On suppose que X suit une loi exponentielle de parameétre A (voir
chap. 14, §5). La compagnie d’assurance qui assure cette population contre
le chomage veut calculer le temps moyen de travail pour la sous-population
qui sera au chémage entre le temps a et le temps b (0 < a < b < +00).

a) Soit g(a, b) ce temps moyen. Comment faut-il faire le calcul de g(a, b) ?

b) Déterminer la limite de g(a,b) quand b tend vers l'infini. Aurait-on
pu prévoir ce résultat sans calcul 7

c) Déterminer la limite de g(a,a + ¢€), lorsque € tend vers 0 par valeurs
positives.



CHAPITRE 13
FONCTION GENERATRICE DES MOMENTS ;
FONCTION CARACTERISTIQUE

Nous avons étudié au chapitre 9 la notion de fonction génératrice d’une
variable aléatoire discrete a valeurs dans N. Dans le cas des variables aléa-
toires quelconques, il convient de modifier légerement la définition de cette
notion. On introduit alors une fonction réelle qui, si elle est définie dans un
voisinage de 'origine, contient toute I'information utile sur les moments de
cette variable aléatoire. La fonction caractéristique est la version complexe
de la fonction génératrice des moments.

1. Introduction. — Soit X une variable aléatoire réelle; associons-lui
la fonction gx(u) = E[e“X] de la variable réelle u, définie sur I’ensemble
des valeurs u pour lesquelles E[e“X] < +oco. Les propriétés suivantes sont
immédiates :

1) La fonction gx est toujours définie pour u = 0 et gx (0) = 1. Il existe
des variables aléatoires dont la fonction gx associée n’est définie que pour
u = 0 (par exemple, la variable aléatoire de Cauchy).

2) Si X est bornée, alors gx est définie et continue sur tout R.

3) Si X est a waleurs positives, alors gx est continue et bornée sur
| — 00,0]. Dans ce cas, on fait souvent le changement de variable u = —v
et I'on obtient alors la transformée de Laplace de (la loi de) X :

Lx(v) = gx(-v) = Ele™""].
La fonction Ly ainsi définie est une fonction continue et bornée sur [0, +00].

Définition. — Soit X une variable aléatoire réelle telle que la fonction
gx (u) = E[e"¥]

de la variable réelle u soit définie dans un voisinage ouvert de l’origine. Cette
fonction est alors appelée fonction génératrice des moments de (la loi de) X.

La terminologie fonction génératrice des moments est bien appropriée. En
effet, on montrera (Théoreme 3.1) que si une variable aléatoire réelle X admet
une fonction génératrice des moments gx, alors

a) elle admet des moments de tous les ordres (entiers positifs);

b) la fonction gx est développable en série entiere dans un voisinage de
lorigine et le moment d’ordre n de X apparait comme le coefficient de u™ /n!
dans ce développement.
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2. Propriétés élémentaires

PROPOSITION 2.1. — Soit gx la fonction génératrice des moments d’une
variable aléatoire X .

(1) Pour a, b réels, on a : gox1p(u) = e gx (au).

(2) La fonction gx(—u) est aussi une fonction génératrice des moments.

(3) Sila loi de X est symétrique, c’est-a-dire si L(X) = L(—X), alors
gx est une fonction paire.

(4) La fonction gx est conveze.

Démonstration. — La propriété (1) est évidente. Pour établir la pro-
priété (2), on note que la fonction gx(—u) est la fonction génératrice des
moments de la variable aléatoire —X. La propriété (3) résulte de :

gx (u) = E[e"*] = E[e"CY)] = B[] = gx (—u).

Enfin, la propriété (4) résulte du fait qu'une fonction génératrice est combi-
naison convexe de fonctions exponentielles. []

THEOREME 2.2 (théoréme d’umicité). — La fonction génératrice des
moments d’une variable aléatoire détermine la loi de cette variable. En d’au-
tres termes, si deux variables aléatoires admettent méme fonction génératrice
des moments, alors elles ont méme loi.

Démonstration. — Elle n’est aisée que lorsque la variable aléatoire X
prend ses valeurs dans N. Dans ce cas, en effet, il est de coutume de remplacer
la fonction génératrice des moments g(u) = E[e“*] par la fonction génératrice
G(s) = E[s¥], qui joue essentiellement le méme role. Or on a pu établir de
fagon élémentaire que la fonction G' détermine la loi de X (¢f. Théoreme 1.4
du chap. 9).

Dans le cas général, la démonstration du théoreme d’unicité est plus
complexe (cf. Billingsley.!) []

THEOREME 2.3. — Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires indépen-
dantes dont chacune admet une fonction génératrice des moments. Alors la
somme X +Y admet une fonction génératrice des moments et l’on a :

(2.2) IX+y = gx gy -

Démonstration. — On a : gx4y(u) = E[e*X+Y)] = E[e"Xe*Y]; comme
X et Y sont indépendantes, les variables e*X et e*Y le sont aussi. D’apres
I’Application du Théoreme 2.2 du chap. 11, on en déduit : gxiy(u) =

E[e"*|E[e""] = gx (v) gy (v). [

Remarque. — La propriété (2.2) n’est pas caractéristique de 'indépen-
dance : il est possible de construire un couple (X,Y) de variables aléatoires

I Billingsley (P.). — Probability and Measure, troisieme édition. — New York, Wiley,
1995, p. 390.
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admettant des fonctions génératrices des moments, non indépendantes, et
qui, néanmoins, vérifient (2.2), comme le montre 1’exemple suivant.
Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires dont la loi conjointe admet

la densité :
_ ]2, si(x,y) €k
fla,y) = {O, sinon ;

ou E est la partie hachurée de [0, 1] x [0, 1] représentée dans la Figure 1.

1

1/2

0 1/2 1

Fig. 1

Les variables aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes : on a, par
exemple, P{X < 1/4,Y > 3/4} = 0, alors que P{X < 1/4} = P{Y >
3/4} = 1/4. Prenons, par ailleurs, un couple (X*,Y™*) de variables aléatoires
indépendantes, uniformément réparties sur [0,1]. On vérifie que L(X) =
LX), LY)=LY"), LX+Y)=LX"+Y") (cf Exercice 1). Comme
toutes les variables aléatoires X, Y, X+Y, X* Y* X*4+Y* sont bornées, elles
admettent des fonctions génératrices des moments et ’on a, pour tout nombre
réel u les identités : gx iy (u) = gx+4v=(u) = gx-(u) gy=(u) = gx (u) gy (u).
Ainsi le couple (X, Y') de variables aléatoires non indépendantes vérifie aussi
I9xX+y — 9x gy -
Le théoreme 2.3 admet les corollaires suivants.

COROLLAIRE 1. — Le produit de deux fonctions génératrices des moments
est une fonction génératrice des moments.

COROLLAIRE 2. — Si g est une fonction génératrice des moments, il en
est de méme de h(u) = g(u)g(—u). De fagon précise, si X est une variable
aléatoire admettant une fonction génératrice des moments g(u) et si X' est
une variable aléatoire indépendante de X et admettant méme loi que X, alors
la variable aléatoire Y = X — X' admet une fonction génératrice des moments
qui n'est autre que h(u) = g(u)g(—u). La variable alétoire Y est appelée la
symétrisée de X.
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3. Moments. — Le théoreme suivant justifie la terminologie de fonction
génératrice des moments qui a été adoptée.

THEOREME 3.1. — Soit X une variable aléatoire admettant une fonction
génératrice des moments g. Supposons que g(u) soit définie pour tout u dans
Uintervalle ouvert Juq,us|, ot ug <0 < ug. Alors

1) pour tout k > 1 on a E[|X|"] < 400 ;
2) pour toutt €] — s,+s[, 0u 0 < s < up = min(—uq,uz), on a :

2 n
o) = 1+IE[X]%+IE[X2] % b A E[X7 % .
3) pour tout k > 1, on a : g™ (0) = E[X"].
Démonstration. — Nous faisons la démonstration dans le seul cas ou X
admet une densité f.
1) I1 s’agit de montrer que pour tout k& > 1, on a E[|X|"] =
Iz z|" f(z)dr < +o00. Soit 0 < s < ug = min(—uq,us) fixé. Le développe-
ment en série de e*1”l pour z réel permet d’écrire 'inégalité s* |z|" /k! < esl=!
valable pour tout £ > 1, d’ou encore |m|k < klesl*l/sk 11 en résulte, pour
tout k£ > 1, les relations :

E[|X|F] < Sk—,i/jooeS'g”'f(x) o= (/()Jrooes“f(x) dx + /0 e f(x) dx)

k
00 S —00

< j—;(/Jrooe”f(x) dz + /+OO e~ f(x) dx) = g[gx(s) + gx(—s)].

—0 —

La derniére quantité est finie puisque par hypothese gx(s) et gx(—s) sont
finies.

o0 o0 (tx)k

2) Posons : ¢(t) = / e f(z)dr = / <Z —)f(:z;) dx.
k!

- = \k>0
Il s’agit de montrer que l'on peut permuter les signes de sommation et
d’intégration. Définissons :

tx - (tx)k
h(z) = f(z)e et ho(z)=f(z)) o (=12

k=0

On constate que pour tout nombre réel = on a lim,, h,(z) = h(x). De plus,
pour tout n =1,2,... on a les majorations :

= Jtal” t]* |tz| slz|
()| < £@) Y < ) YT < el < gy et
k=0

k>0
D’autre part, par un raisonnement analogue a celui de 1), on a :

+oo
l/ e*l7l f(2) dz < g(s) + g(—5) < +oc.

— 00
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On se trouve dans les conditions d’application du théoréeme de convergence
dominée et 1’on obtient donc :

qw:iK mh@ym::@p/:jhn@)mmzmnﬁég;/+mxyﬂxym

tk .

3) On sait qu’une série entiére peut étre dérivée terme a terme dans son
domaine de convergence. Il résulte donc de la partie 2) que pour tout ¢ dans

I'intervalle | — s, s[ et tout k=1,2,...0on a:
. tn—k
M) => nn—-1)...(n— k+1)E[X"] —
n>k
d’ott g (0) = E[X*]. []
Remarques. — On vient de voir que si une variable aléatoire admet

une fonction génératrice des moments, elle admet des moments de tous les
ordres entiers positifs. La réciproque est fausse : une variable aléatoire peut
admettre des moments de tous les ordres entiers positifs, sans admettre de
fonction génératrice des moments (au sens de la définition donnée dans le
paragraphe 1), comme le montre I’exemple suivant.

Soit X = €Y, ot Y suit une loi normale centrée, réduite N (0,1) (voir
chap. 14, § 3 et 4). La loi de X est appelée log-normale (0,1).
a) D’abord X admet des moments de tous les ordres; en effet, on a :

oo 1 > >
E[X”]:/ eW——e YV /2dy =e"/? < 40.
PN V2T oo X

b) D’autre part, g(u) = E[e*X] = / eue’

— 0

eV’ /2 dy.
7'('

Cette intégrale est convergente si et seulement si u €] — 0o, 0]. (Noter que
pour u > 0 et y assez grand, on a : ue¥ > y2/2.) Or | — 00, 0] n’est pas un
voisinage ouvert de u = 0, de sorte que g n’est pas une fonction génératrice
des moments.

Ainsi X admet des moments de tous les ordres, alors qu’elle n’admet pas
de fonction génératrice des moments. Ceci a pour conséquence que la suite
des moments ne détermine pas la loi de probabilité : il existe d’autres lois,
différentes de la loi log-normale, admettant méme suite des moments.

Cas particulier. — Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N il est
d’usage de lui associer la fonction génératrice des moments factoriels G :
G(u) = E[ux 1,

qui est liée a la fonction génératrice des moments g
g(u) = E[e“X},

par la relation : g(u) = G(e*). (Pour une étude des ces fonctions, voir
chap. 9.) Le théoreme suivant résulte alors du théoréeme 3.1.
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THEOREME 3.1'. —  Soient X wune variable aléatoire a valeurs dans N
et G sa fonction génératrice des moments factoriels. Supposons que G soit
définie dans un voisinage ouvert de u = 1. Alors

a) tous les moments d’ordre entier positif E[X™] existent et sont finis ; il
en résulte que tous les moments factoriels d’ordre entier strictement positif
de X existent et sont finis;

b) pour tout n > 1, on a g™ (0) = E[X"].

Démonstration

a) Supposons que G(u) soit définie dans un voisinage ouvert de 1; elle
est alors définie dans un intervalle U =]uj,uz[ (0 < u; < 1 < ug). Pour
tout w € U, posons u = e', t = Logu. Alors g(t) = G(e') est définie dans
Iintervalle ouvert |t1,ta[, o t1 < 0 < to, t; = Loguy, to = Logusg. Il résulte
alors du Théoreme 3.1 1) que tous les moments d’ordre entier positif de X

existent et sont finis; il en est de méme de tous ses moments factoriels.
b) résulte du Théoreme 3.1 3). []

4. Fonctions caractéristiques. — A un stade plus avancé, on préfere
travailler avec la fonction caractéristique d’'une variable aléatoire plutot
qu’avec sa fonction génératrice des moments. La fonction caractéristique
de X, définie pour tout ¢ réel par ¢(t) = E[e?*X], al’énorme avantage d’exister
pour tout nombre réel t et toute variable aléatoire X. En outre, la correspon-
dance entre loi de probabilité d’une variable aléatoire et fonction caractéris-
tique est bijective. En revanche, le maniement des fonctions caractéristiques
est plus délicat, puisqu’il fait appel a la théorie des fonctions d’une variable
complexe.

Définition. — Soit X une variable aléatoire réelle. On appelle fonction
caractéristique de X (ou de la loi de X) la fonction de la variable réelle t
définie par :

ox (t) = E[e"X].

a) Si X est une variable aléatoire de loi discrete Y pg €4, , alors ¢(t) =
Z pkeitxk . k
k

b) Si X est une variable absolument continue, de densité f, alors
p(t) = Jp e’ f(z) da.

THEOREME 4.1 (Propriétés élémentaires). — Désignons par ¢ la fonction

caractéristique d’une variable aléatoire réelle X. Alors

1) ¢ est une fonction définie et continue pour tout nombre réel t ;

2) @ est bornée, et en fait, pour tout t réel, on a : |p(t)] < ¢(0) =1;

3) @ est une fonction hermitique, c’est-a-dire pour tout nombre réel t on
a : p(—t) = p(t) ; il en résulte que si une fonction caractéristique est réelle,
alors elle est paire ;

4) pour tous a,b réels, on a, pour tout réel t, l'identité : pox1p(t) =
ety (at) ;
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5) sila loi de X est symétrique, c’est-a-dire si L(—X) = L(X), alors
px est une fonction réelle, donc paire ;

6) toute combinaison convexe de fonctions caractéristiques est une fonc-
tion caractéristique.

Démonstration. — Donnons seulement une indication pour la propriété 5).
I1 suffit d’écrire : px(t) = p_x(t) = ox(—t) = @x(t). D'ou px est réelle,
donc paire. []

Le tableau des fonctions caractéristiques des lois usuelles est reproduit
dans la table suivante. Les trois premieres lois sont discretes, de forme
>k Pk k. On précise chaque fois I’ensemble des valeurs prises par 'entier k.
Les autres sont absolument continues, de densité f. Une description complete
de ces quatre dernieres lois est faite au chapitre suivant, §5, 6, 3 et 7,
respectivement.

. . . Fonction
Loi Expression analytique caractéristique
Loi binomiale PE = (Z)pkq”_k 0<k<n)| (q+pet)"

\F i
Loi de Poisson Pk = e‘AF (k>0,A>0) eMe" 1)
pelt
Loi géométrique pr=q""p (k>1) —
1 —qge*
A
Loi exponentielle E(A) | f(z) = Ae™*Ijg oop(z) (A > 0) P
—1
Premiére loi de Lapl f(x) 1—”'(61@) !
remiere loi == -
emiere loi de Laplace z) = 5 x e
1 2 2
Loi normale N(0, 1 x) = e /2 (zeR e t7/2
0.0) | f@)= =" @eR)
1 1
Loi de Cauchy C(0,1) f(z) = g (x € R) e~ It

Le calcul concernant les trois premieres lois est banal; il n’en est pas de
méme des autres. Cependant, pour le calcul de la fonction caractéristique de
loi normale AV(0,1), on peut éviter de recourir a la théorie des fonctions de
variable complexe en s’y prenant comme suit.

Laloi N(0,1) d’une variable aléatoire normale est évidemment symétrique.
Sa fonction caractéristique est donc égale a :

©(t) = E[e"*] = E[costX] = \/% /Rcos(tx) e 12 dg.
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On est donc ramené au calcul classique d’une intégrale dépendant d’un
parametre. Par dérivation sous le signe somme, qu’il est facile de justifier, on
obtient

1 2
"t) = — —zsin(tz)) e * 2 dx:
¢0) = <= [ (zwsin(ta)
soit en intégrant par parties,

¢'(t) = —to(t);
comme ¢(0) = 1, on obtient bien par intégration :

o(t) = e=t°/2,

Remarque. — Formellement, la fonction caractéristique ¢(t) se déduit de
la fonction génératrice des moments g(u) en remplagant u par it. Dans de
nombreux cas, comme par exemple les six premieres lois du tableau précédent,
'expression ¢(it) obtenue par substitution a bien un sens en tant que fonction
a valeurs complexes et est bien égale a la fonction caractéristique calculée
directement par sommation ou par intégration dans le plan complexe. On
ne peut toutefois ériger cette substitution en regle générale, car, d’une part,
g(u) peut ne pas étre définie en dehors de l'origine (c’est le cas, par exemple,
de la loi de Cauchy), d’autre part, méme si g(u) est bien définie comme
fonction de la variable réelle u, la fonction complexe g(it) peut avoir plusieurs
déterminations dans le plan complexe, par exemple, des que l’expression
algébrique de g contient des puissances de la variable complexe non entieres.
I1 convient donc de faire chaque fois un calcul direct de ¢(t).

THEOREME 4.2 (théoréme d’unicité). — La fonction caractéristique d’une
variable aléatoire détermine la loi de cette variable. En d’autres termes, si
deuz variables aléatoires admettent méme fonction caractéristique, elles ont
meéme loi.

Ce théoreme justifie la terminologie de fonction caractéristique : la fonction
caractéristique caractérise la loi. Nous donnerons une démonstration de ce
théoreme a la fin de ce chapitre.

THEOREME 4.3. — Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires indépen-
dantes. Alors, pour tout réel t, on a :

(4.1) ex+v (t) = ex(t)py (D).
Démonstration. — En effet, px vy (t) = E[e?X+Y)] = E[e®X Y], d’ot,
puisque X et Y sont indépendantes, donc aussi e?*X et etV :

pxtv(t) =E[e"¥]|E[e™] = ox(t)ey (t). []

Remarque. — La propriété (4.1) n’est pas caractéristique de 'indépen-
dance : il est possible de construire un couple de variables aléatoires non
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indépendantes qui, néanmoins, vérifie (4.1). On peut donner ici un exemple
particulierement frappant (qui n’est pas valable pour les fonctions généra-
trices des moments).

Soit X une variable aléatoire de Cauchy C(0,1); sa fonction caractéris-
tique est donnée par px(t) = e”I!l. Le couple (X,Y), ot Y = X fournit
I’exemple désiré : en effet,

ox1y (1) = pax(t) = e = (71)? = ox (v (t). [

COROLLAIRE. — Le produit de deux fonctions caractéristiques est une
fonction caractéristique.

THEOREME 4.4. — Si ¢ est une fonction caractéristique, il en est de
meéme de @, |g0]2, Re . Si, en outre, ¢ est la fonction caractéristique d’une
variable aléatoire absolument continue, il en est de méme de P, |g0|2.

Démonstration. — Soit X une variable aléatoire admettant ¢ comme
fonction caractéristique. La variable aléatoire —X admet pour fonction
caractéristique p. En outre, si X est absolument continue, il en est de méme
de —X.

Soit X’ une variable aléatoire indépendante de X et admettant méme
loi que X. Alors la variable aléatoire Y = X — X’ admet pour fonction
caractéristique : ox_x/(t) = ox®)p_x/(t) = px(t)ex(t) = |px (). En
outre, si X est absolument continue, il en est de méme de Y. La variable
aléatoire Y est dite la symétrisée de X.

On a Rep = (p+P)/2, ou p et ¥ sont des fonctions caractéristiques. Or
le barycentre a coefficients positifs de fonctions caractéristiques est encore
une fonction caractéristique. []

Etudions a présent les rapports entre fonction caractéristique et moments.

THEOREME 4.5. — Soit X une variable aléatoire de fonction caractéristi-
que . SiE[|X]|] < 400, alors ¢ est continiment dérivable et ¢’ (0) = i E[X].

Démonstration. — Nous faisons la démonstration dans le cas ou X admet
une densité f. Dans ce cas,

o(t) = E[e"X] = /Reitxf(m) dx.

On constate que pour tout nombre réel ¢ on a :

/Ria:eit‘rf(:c)dx S/R\x]f(x)da::EHXH < +o00.

On peut donc dériver sous le signe somme et écrire, pour tout nombre réel ¢,
Pexpression ¢’ (t) = [, iz e f(x) dz, Aot ¢'(0) =i E[X]. []

Suivant la méme méthode, on démontre le théoreme suivant concernant
les moments d’ordre supérieur.
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THEOREME 4.6. — Soit X une variable aléatoire de fonction caractéris-
tique @. Supposons qu’il existe un entier n > 1 tel que E[|X|"] < +oo0.
Alors

1) ¢ est continiment dérivable jusqu’a l'ordre n inclus;
2) pour tout k=0,1,...,n on a : ¢ (0) = i*E[X*];
3) ¢ peut étre représentée par la formule de Taylor :

o(t) = Z (Zk? E[X*] 4 o(|t|"), lorsque t — 0.
k=0

Le théoreme suivant est un outil technique qui nous servira au chapitre 18,
§ 4, pour la démonstration du théoreme «central limit ».

THEOREME 4.7. — Soit X une variable aléatoire de L?, centrée. Posons
Var X = o2 et désignons par ¢ sa fonction caractéristique. Alors
a) pour tout t réel, la fonction p(t) admet la représentation

p(t)=1- ? —¢? /01(1 —wE[X? (" —1)] du.

b) pour tout t réel tel que 3t2c? < 1, la fonction Log p(t) existe et admet
la représentation

2 1
Log ¢(t) = —t—02 - t2/ (1 —wE[X? ("™ —1)] du + 30t*c*,
0

2
ot 6 est un nombre compleze vérifiant |0] < 1.
Démonstration. — Pour tout t et tout x réels, on a l'identité :

itx - AT ituz
e :1+Zt:1:—7—tx (1—u)(e"™ —1) du.
0

a) En intégrant cette identité par rapport a p, ou p est la loi de X, on
obtient la premiére représentation a).
b) La fonction ¢(t) est de la forme 1 — 7, ou

2

1
r= %02 + t2/ (1 —uw)E[X? (" —1)] du.
0

Or |r] < %t%—g, de sorte que |r| < % si 3t?0? < 1. D’autre part, pour tout
nombre complexe tel que |r| < 1 ona

dx

1—rx

T

1 1
Log(l—r) = —7“/ , dou Log(l—r)+r= —r2/ dx.
0 o 1—rzx
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Or l'intégrale au second membre peut étre majorée en module par 1, puisque,
pour tout z tel que 0 <z <1l,onall—rz[>1—|rz|>1—|z[ >1. Ona
donc
2 3.2 2)? 4 4
|Log(1 —r)+7r| <|r]” < §ta < 3t%0”,
d’ou
Log(1 —r) = —r + 30t*c*,

olt # est un nombre complexe vérifiant |#| < 1. Ceci établit b). []

5. Seconde fonction caractéristique

Définition. — Soient X une variable aléatoire réelle, ¢(t) sa fonction
caractéristique. On appelle seconde fonction caractéristique de (la loi) de X
la fonction ¢ (t) = Log ¢(t) (t € R).

Comme la fonction caractéristique ¢(t) est une fonction a valeurs com-
plexes, il faut préciser celle des déterminations du logarithme que l'on
considere : puisque ¢(0) = 1, on convient de prendre v continue et 1(0) = 0.

THEOREME 5.1. — Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires indépen-
dantes. Alors, pour tout t réel, on a :

Yx iy (t) = Yx(t) + Yy (1).

La démonstration résulte immédiatement du Théoreme 4.3.

Définition. — Soit X une variable aléatoire réelle et supposons que sa
seconde fonction caractéristique ¢ admette un développement de Taylor au

voisinage de l'origine
A i
v(t) = T

n>1
Le coefficient «,, de (it)"/n! dans ce développement est appelé le ni®me cumu-
lant de (la loi) de X.
THEOREME 5.2. — Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires dont

chacune vérifie les hypothéses de la définition précédente. Le cumulant d’or-
dre n de X +Y est la somme des cumulants d’ordre n de X et du cumulant
d’ordre n de 'Y (d’ot la terminologie de « cumulanty ).

La démonstration est une conséquence directe du Théoreme 5.1 et de la
définition précédente.

PROPOSITION 5.3. — Désignons par my, mo, ms les moments d’ordre 1,
2,3 de X et par p1 =0, po, pg ses moments centrés d’ordre 1, 2, 3. Alors
it)? it)3
(21) ma %ms +o([t]’) = 1+ A(t)

it)? it)3
¥(t) = Log(1 + A(t)) = itmy + (;) o + (;) piz + o([t]*).

o(t) =1+ itmg +
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La démonstration nécessite un simple calcul. Notons que les cumulants
d’ordre 1, 2, 3 sont respectivement :
Pespérance mathématique m; = E[X];
le moment centré d’ordre deux, c’est-a-dire la variance

p2 = E[(X —m1)?];
le moment centré d’ordre trois uz = E[(X —m1)3].

Les propriétés d’additivité des coefficients x s’étendent auz moments centrés
d’ordre 2 et 3, mais pas au-dela; le quatrieme cumulant est par exemple
kg = [14 — 3U13.
Exemples

1) Soit X de loi M(u,0). On a ¢(t) = exp(itp — 2t20?), d’'ou ¥(t) =
itp — $t%0? et par conséquent k1 = i, ko = 02 et K, = 0 pour tout n > 3.

2) Soit X de loi P(\). On a o(t) = exp(A(e! — 1)), don ¥(t) =
tle® —1) =AY, o, (it)"/n!, dou K, = X pour tout n > 1.

3) La loi de Cauchy n’a pas de cumulants.

6. Fonctions génératrice et caractéristique d’un vecteur aléatoire
Nous donnons ici quelques indications sur les fonctions génératrices et les
fonctions caractéristiques des vecteurs aléatoires a deux dimensions.

Définition. — Soit (X,Y) un vecteur aléatoire tel que la fonction
glu,v) = E[eX+]

des deux variables réelles u, v soit définie dans un voisinage ouvert de (0,0).
Cette fonction est appelée fonction génératrice des moments de (la loi de)
(X,Y).

Les deux théoremes suivants sont les analogues des théoremes 3.1 et 3.2
au cas de deux variables et se démontrent de la méme fagon.

THEOREME 6.1 (théoréme d’unicité). —  La fonction génératrice des
moments d’un vecteur aléatoire détermine la loi de ce vecteur.

THEOREME 6.2. —  Soit (X,Y) un vecteur aléatoire admettant une
fonction génératrice des moments g(u,v) (donc définie dans un voisinage
owvert de (0,0)). Alors

1) Pour tous entiers k, 1 > 1, on a E[|X|*|Y]'] < +o0;

ol okl
2) E[X*Y'] = .
) El ] 8ku61vg(u’v) (u,v) = (0,0)
THEOREME 6.3. — Soit (X,Y) un vecteur aléatoire admettant une fonc-

tion génératrice des moments g(u,v). Alors chacune des variables aléatoires
marginales X, Y admet une fonction génératrice g1(u), g2(v). On a, de plus :
gl(u) - g(“? 0) ; gQ(U) - g(o’ U)'

La démonstration est immédiate.
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Le théoreme suivant donne une caractérisation de l'indépendance des
variables aléatoires marginales X, Y en termes des fonctions génératrices
des moments.

THEOREME 6.4. —  Soit (X,Y) un vecteur aléatoire admettant une
fonction génératrice des moments g(u,v) définie dans un voisinage ouvert V
de (0,0). Alors les deux propriétés suivantes sont équivalentes.

1) X etY sont indépendantes ;
2) Pour tout (u,v) € V on a : g(u,v) = g(u,0)g(0,v).

Démonstration.

1) = 2) Supposons X, Y indépendantes; alors e“X, e*¥ sont indépen-
dantes et 'on a, pour tout (u,v) € V les relations : g(u,v) = ]E[e“X+”Y] =
Ele"*|E[e"Y] = g(u,0)g(0,v).

2) = 1) Supposons que 2) soit vérifié. Désignons par F(z,y) la fonction
de répartition conjointe de (X,Y) et par Fx(z) et Fy(y) ses fonctions de
répartition marginales. Il vient

(6.1) g(u,v) = /R2 "V AR (x, y)
g9(u,0)g(0,v) = </R eumde((E)) (/R e“dey(y)>
(6.2) = /11&2 " TYAF x (2)dFy (y)

Comme (6.1) = (6.2) pour tout (u,v) € V, il résulte alors du Théoreme 2.2
(théoréeme d’unicité) que F(x,y) = Fx (z)Fy (y) pour tout couple (x,y); d’ou
I'indépendance de X, Y. []

On peut également définir la fonction caractéristique d’un couple (X,Y)
arbitraire par .
(1, 0) = B XH] ((u,0) € R?).

On peut établir des théoremes analogues aux Théoremes 6.1, 6.2, 6.3, 6.4.
Nous nous bornons a énoncer le théoréme suivant.

THEOREME 6.4". — Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires réelles,
dont la fonction caractéristique est notée p(u,v). Alors les deux propriétés
sutvantes sont équivalentes :

a) X etY sont indépendantes.
b) Pour tout (u,v) € R? on a : p(u,v) = ©(u,0)p(0,v).

7. Propriété fondamentale

THEOREME 7.1. — La fonction caractéristique d’une mesure de proba-
bilité détermine cette mesure.

La démonstration de ce théoreme repose sur le lemme suivant qui sera de
nouveau utilisé dans le chapitre 16 sur les convergences stochastiques. Dans
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ce lemme, on fait usage du produit de convolution p % v de deux mesures,
introduit au chap. 11, §6 et aussi de la propriété «ancipitale» de certaines
densités de probabilité.

Définition. — Soit ¢ une densité de probabilité sur R. On dit qu’elle
a la propriété ancipitale, si, a un facteur pres, elle est aussi la fonction
caractéristique d’une densité de probabilité sur R.

Si on se reporte au tableau des fonctions caractéristiques usuelles reproduit
apres le Théoreme 4.1, on constate que la densité de probabilité de la loi
normale N(0,1) a la propriété ancipitale. Il en est de méme de la densité de
la loi N (0,a) (a > 0), puisque la densité de N(0,a) est aussi, & un facteur
pres, égale a la fonction caractéristique de la densité de N (0,1/a)

LEMME 7.2. — Soient p une mesure de probabilité sur R et g une densité
de probabilité sur R ayant la propriété ancipitale. Alors la mesure pxg (c’est-
a-dire la mesure p* (g\), ot A est la mesure de Lebesgue sur R), admet une
densité qui ne dépend de pu qu’a travers sa propre fonction caractéristique fi.

Démonstration. — En effet, par définition, il existe ¢ > 0 et une densité f
tels que g(t) = ¢ [ € f(x) dx. Par ailleurs, la densité h de p* g est donnée
par :

h(u) = /Rg(u —v)du(v) = C/R [/R e (V)T £ () dm] du(v) (u € R).

L’intégrable double au dernier membre est absolument convergente : on peut
donc appliquer le théoreme de Fubini et I’on obtient, pour tout w réel :

(7.1) h(u) = C/R [/}R e (V)T £ () du(v)}da: = c/ e f(z)pi(—z) da.

R
On constate que cette quantité ne dépend de p qu’a travers fi. []

Reprenons la démonstration du théoreme 7.1.
1) Soit z réel tel que p({z}) = 0. On a, en appliquant le théoreme de
Fubini,

/; h(u) du = /R[/; g(u—v) du} du(v) = /R{/;U a(y) dy] du(v),

c’est-a~dire en désignant par G la fonction de répartition de g :
(7.2) / h(u) du = / G(z —v)du(v).
—o0 R

2) Prenons pour g la densité d’une variable aléatoire X, de loi N (0,a)
(a > 0). Elle a la propriété ancipitale, comme remarqué plus haut. On peut
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donc lui appliquer la théorie précédente pour tout a > 0. Or lorsque a | 0,
la variable X, tend en loi vers 0, ce que I’on vérifie directement en montrant
1, siz>0;
0, siz<O.

3) Reprenons 'égalité (7.2) avec cette valeur de g pour a > 0 et faisons
a | 0. La fonction G est positive, majorée (uniformément en a > 0) par 1
(qui est p-intégrable) et l'on a, lorsque a | 0 :

que lorsque a | 0, on a : G(x) —

1, siz—v>0,v<z;
Glz—v) = {0, siz—v<0,v>z;
c’est-a-dire
G(Z - 'U) - I]*OO,Z[(/U)7 v % Z.

Le théoreme de convergence dominée s’applique et I'on a, pour a | 0

z
| mwdu— [ @)=l - o020
—00 R
Or pour tout a > 0 le premier membre ne dépend que de [i; il en est
donc de méme de sa limite pour a | 0. Il en résulte que i détermine la
valeur u(] — oo, z[) de la fonction de répartition de p en tout point z tel
que p({z}) = 0; 'ensemble de ces points est partout dense, fi détermine la
fonction de répartition de p, donc p. []

COMPLEMENTS ET EXERCICES

1. — Soient (X,Y) un couple de variables aléatoires réelles dont la loi
conjointe est décrite dans la remarque suivant le Théoreme 2.3 du présent
chapitre et (X*,Y™*) un couple de variables aléatoires réelles, indépendantes,
uniformément réparties sur [0,1]. Si Z est une variable aléatoire réelle, on
notera F 7 sa fonction de répartition. Les propriétés ci-dessous se démontrent
géométriquement :

a) On a FX* = FX et FY* = Fy.

b) Lorsque 1 < 2 < 2, on a Fx«yy+(2) = 1 — Fx+p1y«(2 — 2) et
Fx+y(Z) =1- Fx+y(2 - Z).

c) Lorsque 0 < z < 1,on a: Fx y(2) = Fx«1y«(2). [Distinguer les
cas: 0<z<1/2et1/2<2z<1]

d) De a), b) et ¢) découle Fx 1y (2) = Fx+1y~(2) pour tout z. Enfin,

0, si z <0;
22/2, si0<z<1;

Fxeyy-(2) = 1—(2-2)%/2, sil<z<2;
1, siz > 2.
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2. — Soit X une variable aléatoire de loi pe1 +qeo (0 < p <1, p+qg=1).
Calculer la fonction génératrice des moments de la variable centrée X — p,
ainsi que ses moments d’ordre entier k > 1.

3. (A. Joffe). — Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires, indépen-
dantes, a valeurs positives, vérifiant P{X = 0} = P{Y = 0} = 0. Désignons
par g1(u), g2(v) les transformées de Laplace de X, Y, respectivement définies
pour u > 0 par :

g1(w) =E[e™¥],  g2(u) =E[e™"] (u20).

Alors on a les propriétés suivantes :
X

a) ]E[X —|—Y] = —/0 g1 (uw)ga(u) du.
b) Si g(u) désigne la transformée de Laplace d’une variable aléatoire X
a valeurs positives vérifiant P{X = 0} = 0, alors 1i{I'_1 g(u) = 0.

4. (A. Joffe). — Soient X une variable aléatoire a valeurs strictement
positives et g(u) = E[e~%X] sa transformée de Laplace définie pour u > 0.
Alors, pour tout p > 0, on a l'identité suivante valable dans [0, +o0] :

]E[% = ﬁ /OOO g(u)uP~t du.

En particulier, pour p = 1,

- 1 oo
]E[— = —/ guw)u™? du.
VX1 Vm g
Enfin, pour p=1, on a :

E[%] = /000 g(u) du.

5. — Soit X une variable aléatoire admettant une fonction génératrice
des moments g(u). Considérons h(u) = Log g(u). Montrer que h'(0) = E[X],
h"(0) = Var X, h""(0) = E[(X — E[X])3]. On remarquera que pour n > 3 la
quantité h(™ (0) n’est pas nécessairement égale au moment centré d’ordre n
de X.

6. — On dit qu'une variable aléatoire réelle X, a valeurs dans [1, +oo],
suit la loi de Pareto P(a, 1), avec a > 0, si elle admet une densité donnée

par :
a

F@) = o Tn ool (2)-

a) Les moments E[X "] existent-ils pour toutes les valeurs de n > 17

b) Pour quelles valeurs de u la fonction g(u) = E[e“X] est-elle définie?
La variable aléatoire X admet-elle une fonction génératrice des moments?
Admet-elle une fonction caractéristique ?
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7. — Calculer la fonction génératrice des moments de la variable aléatoire
| X |, lorsque X suit une loi normale centrée réduite N (0, 1).

8. — Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires indépendantes, suivant
chacune une loi normale centrée réduite A/(0, 1). Montrer que le produit XY
1

admet une fonction génératrice des moments donnée par : g(u) =

V1 —u?
(Ju] < 1).

En remplagant formellement u par it (¢ réel), on obtient la fonction
caractéristique de XY, soit ¢(t) = 1/+/1+ 2. Sa densité est donnée par
la formule d’inversion de Fourier

1 it 1 [% costx 1
)= — [ e " pt)dt = — ———dt. = —Ky(x),
f() 277—/]1% 90() T Jo \/H——tQ T 0()

ou Koy(x) est la fonction de Bessel modifiée de genre 2 (¢f. Abramowitz &
Stegun?).

9. — Soit (X7, X2, X3,X4) un systeme de quatre variables aléatoires
indépendantes suivant chacune une loi normale centrée réduite N (0,1).
X1 Xy
X3 Xy
(Ju] < 1). C’est la fonction génératrice de la

Montrer que le déterminant A =
1
1—u?

premiere loi de Laplace.

admet une fonction génératrice

donnée par : g(u) =

10. — Soient (pr) (k > 0) une suite de fonctions caractéristiques et

(ag) (k> 0) une suite de nombres positifs, de somme 1. Alors > agpy est
k>0

une fonction caractéristique. En prenant ¢, = (©)¥, ol ¢ est une fonction

caractéristique, on voit que Y oy (¢)* est une fonction caractéristique.
k>0

a) Prenons aj, = e *\*/k! (A > 0,k € N). Si ¢ est une fonction
caractéristique, alors, pour tout A > 0, la fonction ¢y = e ¥~ est une
fonction caractéristique (théoreme de Finetti). Ainsi, en prenant A = 1
et o(t) = 1/(1 + t?), on voit que exp(—t?/(1 + t?)) est une fonction
caractéristique. Dans le cas particulier ou ¢(t) = e, déterminer la loi
admettant ) pour fonction caractéristique.

b) Prenons a; = pg*, (0 < p < 1, p+q = 1, k € N). Montrer que
si ¢ est une fonction caractéristique, alors, pour tout A > 1, la fonction
©x = (A—1)/(A— ) est une fonction caractéristique. Dans le cas particulier

oll ¢(t) = e, déterminer la loi admettant ¢, pour fonction caractéristique.

11. — Soient () (A € I) une famille de fonctions caractéristiques indexée
par un indice A prenant ses valeurs dans un intervalle I non vide et f une

3 Abramowitz (Milton) & Stegun (Irene). — Handbook of mathematical functions with
formulas, graphs, and mathematical tables. — New York, Dover, 1968, section 9.6.21.
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densité de probabilité sur I. Alors ¢(t) = [, @a(t) f(A)dA est une fonction
caractéristique.
a) Montrer que si ¢ est une fonction caractéristique, alors ®(t) =

(1/t) fg o(u) du est également une fonction caractéristique (Khintchine).

b) Montrer que pour tout v > 0 la fonction ¢ (t) = 1/(1 + t?)7 est
une fonction caractéristique. Pour v = 1, c’est la fonction caractéristique de
la premiere loi de Laplace; pour v = %, c’est la fonction caractéristique de
XY, o (X,Y) est un couple de variables aléatoires indépendantes suivant
chacune la loi normale N(0,1).

¢) On rencontre en analyse la formule

il ;/GX (_l(ﬁ”z))dx
2T R P 2 xz '

Ceci montre que e 1"l est une fonction caractéristique, puisque pour tout

t2
x # 0 la fonction exp<—§—2> est une fonction caractéristique et que
1 1.2 xr )
— exp(——) x € R) est une densité.
or 5 ) ( )

12. — Soient (X,Y) un couple de variables aléatoires et Z = X + Y.
Montrer que si X est indépendante de Z et Y indépendante de Z, alors Z
est presque stirement constante.

13. — Etant donné un systeme de trois variables aléatoires indépendantes
(X, X1, X2), on lui associe le couple (Y7,Y3),ou Y] = X + X1, Yo = X + Xo.
Montrer que les variables aléatoires Y; et Ys sont indépendantes si et
seulement si X est presque stirement constante.

14. — Soit X une variable aléatoire admettant une fonction génératrice
des moments g(u). Montrer que 'on a ’inégalité de Chernoff

V>0 P{X >z} < inf e “ g(u).

u>0
15. — La fonction caractéristique ¢ d’une variable aléatoire exponen-
tielle X de parametre A > 0 vérifie
(1) o()]* = Ro(t).

Si () vérifie (1), il en est de méme de p(—t), la fonction caractéristique de
la variable aléatoire —X . D’autre part, la seule fonction réelle qui vérifie (1)
est ¢(t) = 1, la fonction caractéristique de la constante 0. Existe-t-il d’autres
lois de probabilité dont la fonction caractéristique vérifie (1). [Le probléme
reste ouvert. |



CHAPITRE 14
LES PRINCIPALES LOIS DE PROBABILITE
(ABSOLUMENT CONTINUES)

Nous décrivons dans ce chapitre les principales lois de probabilité admet-
tant une densité. Pour chacune d’elles, nous donnons ses propriétés, ainsi que
son champ d’application.

1. La loi uniforme sur [0, 1]

Définition. — Une variable aléatoire U a valeurs dans [0, 1] est dite
uniformément répartie sur [0,1] si elle est absolument continue et admet
pour densité :

f(@) = Ijp 1)(2).
La loi de densité f est appelée loi uniforme sur [0, 1].

Les propriétés suivantes sont immédiates a établir :

1 1
E[U]:§, VarU:E,
e —1

gu) =E[™] = S (w£0), g(0)=1; L) =£(1-D)

La loi uniforme a une grande importance dans la théorie de la simulation des
lois de probabilité en raison du théoreme suivant di a P. Lévy.

THEOREME 1.1. — Soit F : R — [0, 1] une fonction croissante, continue
a droite, et vérifiant F(—oo) = 0, F(+o00) = 1. On note h :]0,1]— R sa
fonction inverse généralisée définie par :

h(w) = inf{z: F(z) > w} (w €]0,1]).

Soit enfin U une variable aléatoire uniformément répartie sur [0,1]. Alors la
variable aléatoire X = hoU admet F' comme fonction de répartition.

Démonstration. — 1l résulte de la définition que 'on a 1’équivalence :
w < F(x) < h(w) < z. On a alors pour tout réel x

P{X <z} =P{hoU <z} =P{U < F(z)} = F(z).

Ceci montre que X admet F' comme fonction de répartition. []
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2. La loi uniforme sur [a, b]

Définition. — Une variable aléatoire X a valeurs dans [a,b] (—o0o < a <
b < +o0) est dite uniformément répartie sur [a,b] si elle est absolument
continue et admet pour densité

1

f(z) = mj[a,b} (z).

La loi de densité f est appelée loi uniforme sur [a, b|.

Les propriétés suivantes sont également faciles a établir :

_a+b _(a—b)2'
E[X]— 9 3 VarX—T,
W=Ee) = T r0),  g0)-1
u) = € = u = ].
g b—a " ) g
h
Siaz—l,b:—kl,ona:g(u):% (u #0), g(0) = 1.
De fagon générale, sia=—I,b=+let ! >0,0n a:
shlu

glw) =0 w£0),  g0)=1.

3. La loi normale ou de Laplace-Gauss

3.1. La loi normale réduite

Définition. — Une variable aléatoire X a valeurs dans R est dite normale
réduite si elle est absolument continue et admet pour densité

f(z) = \/12_7Texp<—%2> (x € R).

La loi de densité f est appelée normale réduite et est notée N (0,1).

Donnons une liste de propriétés de cette loi classique :

a) Le graphe (cf. Fig. 1) de la densité f a I’allure d’une courbe en cloche
assez aplatie. Pour le voir, il suffit de remarquer que f est paire et que f
admet un maximum pour z = 0, qui vaut f(0) = 1/v27 ~ 0,399. Enfin,
f"(x) =0 si et seulement si x = £1 .

b) On désigne par ® la fonction de répartition de X :

B(z) = \/%/_;exp<—§>dt ( €R).

Son graphe a l'allure d’une courbe en S assez étalée et est symétrique par
rapport au point (0,1/2) et la pente de la tangente en ce point est 1/v/2.
¢) On a: E[X] =0et Var X = 1. C’est la raison pour laquelle la loi est
appelée (centrée) réduite et notée N(0,1).
d) On a :g(u) = Ele"X] = ev’/2 (u € R).
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\
/

1 +1
Fig. 1

Démonstration. — En effet,

1 2
g(u) = Nors /Reuxex /2 dz.
ur — 22 /2 = —(x —u)?/2 +u?/2;

2 1 2
glu) =e" P—— [ e (@EmW /2 4y
V2m Jr

en faisant le changement de variables x — v = ¢, on obtient :

1
g(u) = eu2/2\/_27 / e~ /2dt = /2, []
R

Or

d’ou

e) La fonction g(u) = ¢"*/2 est définie pour tout réel u et est développa-
ble en série entiere pour tout réel u. Il en résulte que X admet des moments
de tous les ordres. Le moment d’ordre n (n > 0) apparait comme le coefficient
de u™/n! dans le développement de g autour de 0. Or

2. n 11 2n
/2 i(“—) A L T N CILR
g(u) =e g n \ 9 ZO n! Qnu nz>0 n! 27 (2n)!

n>0 n>

D’ou les valeurs des moments :

E[in]:%%zlxgx...x(zn—3)><(2n—1) (n>1);

EX** =0 (n>0).

2r/2 1
f) Pour tout r > —1, on a : E[|X|"] = \FI’(T; >
T
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Démonstration. — On a :

1 2 e
E[1X|"] = \/—Q—W/R!37|re_m2/2 dr = \/—2_7'('/0 aTe™" 2 dy

d’otl, en faisant le changement de variable 22/2 = u

2r/2 00 2r/2 1
EHX\T]:T/ w2 gy = \FF(T; )
™ Jo s

3.2. La loi normale générale

Définition. — Considérons une variable aléatoire Y de la loi N'(0,1) et
deux nombres réels et ¢ > 0. La variable aléatoire X = pu+ oY est appelée
normale de loi N'(u, o) (ou N1(u,0?) dans les notations du chap. 12, §5).

On voit que la loi de X dépend de deux parameétres p et o dont 'interpréta-
tion est aisée. En effet, E[X] = pet Var X = 02 VarY = 02. Dela o(X) = 0.

Les propriétés de la loi normale générale sont décrites ci-apres :
a) La densité de X est donnée par :

f(z) = ! exp(—%(x_ﬂ)2> (z € R).

oV 2T o

Pour dessiner son graphe, on pourra observer que f est symétrique par

rapport a * = pu, que f admet un maximum pour x = pu, qui vaut

f(p) = 1/(ov2m), enfin que f”(x) = 0 si et seulement si x = p £ 0. 1l est

facile d’en conclure que ce graphe a 1’allure d’une courbe en cloche symétrique

par rapport a x = u, tres pointue pour o petit, tres aplatie pour o grand.
b) La fonction de répartition de X est donnée par :

F(m):P{ng}zp{Ygw;“}:¢<x;“> (z €R).

Son graphe est symétrique par rapport au point (i, 1/2) et la pente de la
tangente en ce point est 1/(ov/2m). Il en résulte que ce graphe a l'allure
d’une courbe en S, trés pentue pour o petit, tres étirée pour o grand.

c) La fonction génératrice des moments est donnée par :

2,2

g(u) = E[e"*] = exp <,uu +2 2u ) (u e R).

d) Il résulte de la forme de la fonction génératrice des moments que
si (X7,X5) est un couple de variables aléatoires indépendantes de lois
respectives N (u1,01), N(u2,02), avec py, ps réels et o1 > 0, oo > 0, alors
la somme X = X; + X5 a pour loi N'(u,0), ot = py + po, 02 = o3 + 05.

Occurrences de la loi mormale. — L’expérience montre qu’un grand
nombre de caracteres physiques, biométriques, ... suivent une loi normale.
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Une des explications de ce phénomene est fournie par le théoreme «central
limit », dont il sera question au chapitre 18. Il y a pourtant des cas ou la
loi normale est contre-indiquée pour décrire un phénomene. En effet, on
vérifie aisément que si X est une variable aléatoire normale, alors Y = 1/X
n‘admet pas d’espérance mathématique (i.e. E[1/|X|] = 4+00). Considérons,
par exemple, la loi d’Ohm I = V/R et supposons que la tension V' soit
non aléatoire et connue, mais que la résistance R suive une loi normale, ce
qui, a premiere vue, semble raisonnable. Or ceci aurait pour conséquence
que l'intensité du courant [ serait une variable aléatoire dont [’espérance
mathématique n’existe pas, ce qui est difficilement acceptable pour I'ingénieur.
L’hypothese que R suive une loi normale est donc irréaliste.

4. La loi Log-normale

Définition. — Une variable aléatoire X a valeurs dans ]0, 00| est dite
suivre la loi Log-normale de paramétres (u, o) (p réel, o > 0) si Y = Log X
suit la loi N (p, o).

PROPRIETES
a) La fonction de répartition de X est donnée par :

L —
F(l‘) — {@(M>, six>0;

0 .
0, sinon.

b) La densité de X est donnée par :
1 1 1 /Logx — p\2
J@) = == —exp(—5 (FBE) ) foyoei(a):

o2 T 2 o

¢) Ona:E[X]=erto"/2, Var X = e2+97 (¢7" — 1).
d) Si X suit la loi Log-normale de parametres (p, o), alors X" (r > 0)
suit la loi Log-normale de parametres (ru,ro).

Remarque. — 11 résulte de ¢) et de d) que pout tout » > 0 le moment
E[X"] est fini et que E[XT] = e#t(r"o")/2,

e) La fonction g(u) = E[e“X] n’est pas définie pour u > 0; en d’autres
termes, la loi Log-normale n’admet pas de fonction génératrice g(u) qui soit
définie dans un intervalle ouvert contenant u = 0. Néanmoins, X admet des
moments entiers positifs de tous les ordres.

Démonstration
a) Pour tout z > 0, on a :

F(z) =P{X <z} =P{Y < Logz}
:P{Y—u < Logx—u}:q)<w)‘

o g o

b) La densité s’obtient en dérivant F(z).
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c) Posons X = e?Y*# ou L(Y) = N(0,1). D’apres le théoréme de
transfert, on obtient

1 5 1 , .
E[X] = E/Reox—kue—w /2 dr = E/Re—(cc—a) /2407 /24u d

2 1 2
— ehto /2 6—(33—0‘) /2 dr
V2T /R ’

d’ou en faisant le changement de variable x — o = t,
1 2 2
E[X] = e“+"2/2—/6_t 12 dt = etto7/2,
[X] 5 ).

On obtient I'expression de la variance par un calcul analogue.

d) En effet Log X" = rLogX. Or Log X suit la loi N(u,0); donc
r Log X suit la loi N (ru,ro).

e) Evident. []

Occurrence de la loi Log-normale. — La loi Log-normale a trouvé un
domaine d’application inattendu : la linguistique. En effet, le nombre de
mots par phrase (c’est-a-dire la longueur de la phrase mesurée en nombre de
mots) suit approximativement une loi Log-normale.!

5. La loi exponentielle

Définition. — Soit A un nombre strictement positif; une variable aléatoire
X a valeurs dans |0,+o0o| est dite exponentielle de paramétre A si elle est
absolument continue et admet pour densité

f@) = Ae™ Lg oo ().
La loi de densité f est appelée loi exponentielle de parameétre A (A > 0) et
est notée E(A).

Voici quelques propriétés de la loi exponentielle.
a) La fonction de répartition de X est donnée par :

1—e ™ siz>0;
F — ) )
(z) { 0, sinon.
Il est préférable de travailler avec la fonction de survie (ou fonction de
fiabilité) définie par r(z) = 1 — F(x) = P{X > x} et qui est donnée par :
r(z) = e M six>0;
1, sinon.
b) On a: E[X] =1/, VarX =1/)X2, LX) =&(1).
c) La fonction génératrice des moments est donnée par :

o) =B = 12 = (ue] — o0, ),
A

I Williams (C.B.). — Studies in the history of probability and statistics : a note on a
early statistical study of literary style, Biometrika, t. 43, 1956, p. 248-356.
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Démonstration. — On a :
g(u) = )\/ e~ *A) dy.
0

L’intégrale au second membre est convergente si et seulement si A —u > 0.
Plagons-nous dans ce cas et faisons le changement de variable z(A — u) = t.

Il vient :
A

o0 1
=\ —t - gt=
o(u) / =]

d) La fonction g(u) = 1/(1—(u/A)) est définie dans I'intervalle | — oo, A[,
(A > 0), qui est un voisinage ouvert de 'origine; c’est donc la fonction
génératrice des moments de X ; elle est développable en série entiere pour tout
u appartenant a U'intervalle | — A, +A[. La variable X admet des moments de
tous les ordres et le moment d’ordre n (n > 0) apparait comme le coefficient
de u™/n! dans le développement de g autour de 0. Or

1 u\"™ n! u"
Q(U):l_jzz<x> =2l (u €] = A +AD;
A\ n>0 n>0
d’ou les valeurs des moments :
|
EX" = (n20).
r 1
e) Pour toutr > —1 on a : E[X"] = (T)\—: )

Démonstration. — On a : .
E[X"] = )\/ z"e M dx,
0

d’ol, en faisant le changement de variable Az = u

1 [~ r 1

E[X"] = —/ ue " du = M
A" Jo AT

Cette quantité est finie si et seulement si r +1 > 0. []

f) Si X suit la loi E(N), alors la partie entiere Y = [X] suit la loi
P{Y =n} =pq" (n>0), oug=e">, p=1—q; c’est une loi géométrique ;
la loi géométrique > pq™e, est la version discréte de la loi exponentielle.

n>0
Démonstration. — Supposons que X suive la loi £(A) (A > 0). En posant

g = e, on a, pour tout entier n >0 :
n+1
P{X] > n} = P{X > nt 1} =) = () =gt ]

g) Si X suit la loi E(N\), alors U = e~ X suit la loi uniforme sur )0, 1].
Démonstration. — Prenons u dans I'intervalle |0, 1[. Alors

L
P{U < u} = P{-AX < Logul} = P{X > Og“}

= exp(—A(—LO;\gu)) =expLogu =u. []
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Remarque. — 1l résulte de g) que si U suit une loi uniforme sur |0, 1],
alors X = —(1/X) LogU, pour A > 0, suit la loi £(A). Cette propriété est
utilisée pour simuler la loi £(N).

h) La propriété d’absence de mémoire.

Définition. — Une variable aléatoire X, a valeurs positives, vérifiant pour
tout « > 0 la propriété

r(z) =P{X >z} >0,
est dite sans mémoire, si elle vérifie pour tous x,y > 0 I'identité
(5.1) P{IX>z+y| X >y} =P{X >z}

Interprétons X comme la durée de vie d'un individu A. Cette propriété
exprime que A ne vieillit pas : si A a vécu au moins y unités de temps, alors
il vivra encore x unités de temps supplémentaires avec la méme probabi-
lité qu’un individu analogue & A qui viendrait de naitre. La propriété (5.1)
est donc une propriété de non-vieillissement ou d’absence de mémoire (I'in-
dividu A ne se souvient pas d’avoir vieilli). Il est remarquable qu’elle soit
équivalente au fait que X suive une loi exponentielle.

THEOREME 5.1. — Soit X une variable aléatoire absolument continue,
a valeurs positives, vérifiant, pour tout x > 0, la propriété :

r(z) = P{X >z} > 0.

Alors les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
(a) X suit une loi exponentielle.
(b) X est «sans mémoire.

Démonstration. — Remarquons que la propriété (b) est équivalente a la
propriété
(b') Voe,y 20  r(z+y) =r(@)r(y)

1l suffit donc de démontrer que (a) < (b').

(a) = (b'). Supposons que X suive la loi £(X) (A > 0); alors, pour tout
x>0, on ar(r) =e > qui vérifie (b').

(b') = (a). L’équation (b’) est 1’équation fonctionnelle de I’exponentielle;
la fonction r(z) étant continue a droite, sa solution est de la forme r(z) = e**
(e € R, x > 0) (cf exercice 1). Or r(x) doit étre décroissante, d’out @ = —\
(A > 0). Comme le cas A = 0 ne correspond pas a une vraie variable aléatoire,

ona\>0. []

Occurrences de la loi exponentielle
1) On a de bonnes raisons de supposer que la durée de vie X d’un
appareil (d'un organisme, d’une ampoule, d'un atome radioactif, . .. ) suit une
loi exponentielle. Prenons pour origine l'instant ou cet appareil est mis en
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route; la quantité r(x) = P{X > z} (x > 0) peut alors étre interprétée
comme la probabilité pour que cet appareil ait encore été en fonctionnement
a l'instant = (fonction de survie) ou comme la probabilité pour qu’on ait pu
s’y fier jusqu’a cet instant (fonction de fiabilité). 11 faut toutefois garder a
I’esprit que si ’on suppose que X suit une loi exponentielle, on suppose de
fagon équivalente que X a la propriété de non-vieillissement (ou d’absence
de mémoire). Une loi qui décrit la réalité d’une fagon un peu plus fidele est
la loi gamma de parametres (p, A) avec p > 1 et A > 0 (cf. Exercice 7).

2) Soit (X7, X2) un couple de variables aléatoires indépendantes dont
chacune suit la loi N(0,1). Alors la variable aléatoire Y = X2 + X2 (le
«chi-deux » & deuz degrés de liberté) suit la loi £(1/2).

6. La premiere loi de Laplace

Définition. — Une variable aléatoire X a valeurs réelles est dite suivre
la premiére loi de Laplace, si elle est absolument continue et admet pour

densité : .
f(x) = 56"””' (x € R).

Les propriétés de la premiere loi de Laplace sont les suivantes.

2) On a glu) = Ele"¥] = - _1u2 (=1 < u< +1).

Démonstration. — En effet, pour —1 < u < 41, on a :

g(u) = = / e lol gy = 2 [/ e~ (1mWz gp +/ eItwz g
2 R 2 0 —0o0

= 1[/ e~ (1-u)z dsc—l—/ e~ (1tu)z d:c}
2L 0

:1[1+1}_1 i

21 —uw 14wl 1—u2

b) La variable aléatoire X admet des moments de tous les ordres entiers
positifs ; le moment d’ordre n > 0 apparait comme coefficient de (u"/n!) dans
le développement de g autour de 0. De

1 u2n

= = 2n)! —1 1
g(u) = 1 ;0( Wi (L<u<),
on déduit
E[X*"] = (2n)!,  E[X*""]=0; (n >0).
1 1 1 .
¢) Comme g(u) = = (=1 < u < +1) et puisque

1—w? 1-ul+u
1/(1 — u) est la fonction génératrice des moments d’une variable aléatoire Y
de loi £(1), on voit que la symétrisée de Y suit la premiere loi de Laplace.
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Occurrences de la premiére loi de Laplace. — Cette loi, qui a été proposée
en premier lieu par Laplace? pour rendre compte des erreurs d’expérience, a
été supplantée par la loi normale, appelée aussi seconde loi de Laplace. 11 est
intéressant, dans cette perspective, de comparer les densités de ces deux lois.

PROPOSITION 6.1. — Posons :
1 2 1
f(m):Ee 2, 9(93)—§€|| (z € R)
On a alors pour tout réel x
2
f(z) <cg(x), avec ¢ = 1] <.
T
Démonstration. — En effet,
1 | . x? 1
§(|5U’—1)2:§+§—|37\, dott — o < 5 —af;
et par conséquent
1 2 1 el
— —2°/2 « _ = ((A/2)—|z]) —  [ZE 2 —lw|
fla) = e e e e = cgfa). D

7. La loi de Cauchy

Définition. — Une variable aléatoire a valeurs réelles est dite suivre la los
de Cauchy C(0,1) si elle est absolument continue et admet pour densité

1 1

f(x):;1+a72

(x € R).

Voici quelques propriétés de la loi de Cauchy.

a) Le graphe de f ressemble a celui de la densité de la loi normale, mais
approche 'axe des z si lentement que ’espérance mathématique de X n’existe
pas.

b) Interprétation de la notation C(0,1). — Les nombres 0 et 1 ne sont
plus, ici, 'espérance mathématique et I’écart-type (qui n’existent pas), mais
admettent I'interprétation suivante :

M =0 est la médiane de X ; en effet, P{X <0} = P{X >0} = 1/2;

Q1 = —1, Q3 = +1 sont respectivement le premier et le troisieme quartile
de X; en effet, P{X < —1} = P{X > +1} = 1/4. On prend !'écart
interquartile Q3 — Q1 = 2 comme mesure de la dispersion.

c) La variable X n’admet pas de fonction génératrice des moments; en

effet, I’expression
1 eum d

2 Laplace (Pierre-Simon, marquis de). — Théorie analytique des Probabilités. — Paris,
1814.
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ne prend une valeur finie pour aucun nombre réel u # 0. Il convient ici
d’introduire la fonction caractéristique qui est donnée par ¢(t) = eIl
(t € R). On constate qu’elle n’est pas dérivable pour ¢t = 0, ce qui révele
le caractere «pathologiquey de la loi C(0,1).

d) Considérons une variable aléatoire Y de loi C'(0,1) et deux nombres
réels a,, 0 avec B > 0. On dit que la variable aléatoire X = a + Y suit la
loi de Cauchy C(a, 3). Sa densité est donnée par :

fa) = — !

:ﬁl_l_(.r—a)Q
B

Les parametres «, § admettent les interprétations suivantes : M = « est la
médiane de X ; de plus, Q1 = a — (; Q3 = «a + (@ sont respectivement le
premier et le troisieme quartile de X ; Q3 — Q1 = 20 est ’écart interquartile

de X.
e) La fonction caractéristique de la loi C(«, 3) est donnée par :

o(t) = At (1 e R).

Il résulte de la forme de cette fonction caractéristique que si (X7, X5) est
un couple de variables aléatoires indépendantes de lois respectives C(aq, 1),
C(ag, B2) (a1, ag réels et B1 > 0, B3 > 0), alors la somme X = X; + X5 a
pour loi C(a, ), ot a = a1 + e, = P1 + Po.

Cette propriété a les conséquences surprenantes suivantes : soient X une
variable aléatoire de loi C(«, 3) et (Xq,...,X,) un systéeme de n variables
aléatoires indépendantes admettant toutes méme loi que X. Alors

la somme X7 + --- 4+ X,, a méme loi que n X ;
la moyenne arithmétique X = (X7 + -+ + X,,)/n a méme loi que X.

(x € R).

Occurrences de loi de Cauchy

PROPOSITION 7.1. — Soit V une variable aléatoire uniformément répar-
tie sur | — /2,47 /2[. Alors X =tgV suit la loi C(0,1).
Démonstration. — Pour tout x réel on a :
1 1 1
P{X <z} =P{V < Arctgz} = — <g —i—Arctg:c) =5+ — Arctgz;
T T
1 1
d’ot dérivant =——.
ol, en dérivant, f(x) o i [
Remarque. — On vérifie sans peine que 1/tgV a méme fonction de

répartition que tg V. Il en résulte que si X suit la loi C(0,1), il en est de
méme de 1/X.

Remarque. — La loi de X = |Y|, ou Y suit la loi C'(0, 1), est appelée loi
de Lorentz dans les ouvrages de physique.

8. La loi gamma. — Rappelons que la fonction gamma (ou seconde
fonction d’Euler) est définie pour tout nombre réel p > 0 par

F(p):/ e TxPdx
0
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et a les propriétés élémentaires : I'(p + 1) = pT'(p) (p > 0); T'(n) = (n — 1)!
(n entier > 1); I'(1) = 1; I'(1/2) = /7.

La fonction gamma permet d’introduire une classe de lois de probabilité
dépendant de deux parametres strictement positifs dont le domaine d’appli-
cation est extrémement vaste.

Définition. — Une variable aléatoire X a valeurs dans [0, +00] est dite
suivre la loi I'(p, \) (gamma de paramétres p > 0, A > 0) si elle est absolument
continue et admet pour densité :

A
flz) = { F—e_m()\x)p_l, siz>0;
, sinon.
On voit que pour p =1 la loi I'(1, \) coincide avec la loi E(N).

Les propriétés de la loi gamma sont les suivantes :

a) E[X] = % Var X :A%
P
b) g(u) = Ele¥] = (==)  (we] =00, D).
Démonstration. — L’intégrale dans ’équation
A Y a— -1
g(u) = —/ e T AW (\g)P~ L d
I'(p) Jo

est convergente si et seulement si A — u > 0. Placons-nous dans ce cas et
faisons le changement de variable x(A —u) = ¢t. On obtient :

9(u) = %/0 €_t<AA—tu>p_lAC?u - ()\iuy)l—‘(lp)/o et

- <)\iu>p' D

c) Il résulte de la forme de la fonction génératrice des moments que si
(X1, X2) est un couple de variables aléatoires indépendantes de lois respec-
tives T'(p1, ), T'(p2, \) (p1, p2, A > 0, avec le méme \), alors la somme
X1+ X2 a pour loi T'(p1 + p2, \).

Passons en revue certaines lois obtenues en faisant varier les parametres
p, A dans la loi gamma.
1) Laloi I'(1,A) (A > 0) coincide avec la loi £()).
2) La loi I'(n, A) (n entier > 0, A > 0) coincide avec la loi de la somme
de n variables aléatoires indépendantes admettant toutes la loi £(A).
3) Soit Y une variable aléatoire de loi N'(0,1). Alors X =Y? a pour loi
'(1/2,1/2).

Démonstration. — La fonction génératrice des moments de X est égale a :

g(u) = Bje"X] = —— /+°O V2 gy 2 /°° /D020 g
V2T J_o V21 Jo
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L’intégrale au dernier membre est convergente si et seulement si 1 — 2u > 0.
Placons-nous dans ce cas et faisons le changement de variable yv/1 — 2u = t.
Il vient :

()= e [ -
U = —7m———— é —_— -
g VI =2u27 Jo V1= 2u

Or ceci est la fonction génératrice des moments de la loi I'(1/2,1/2). []

(u €] — 00, 1/2]).

4) Soit (Y1,...,Y,) un systeme de n variables aléatoires indépendantes
admettant toutes la loi N(0,1). Alors X = Y2 + --- + Y2 a pour loi
I'(n/2,1/2). Cette loi est appelée la loi du chi-deux a n degrés de liberté et
est notée x2. Pour n = 2 c’est la loi I'(1,1/2), qui coincide avec la loi £(1/2).
On voit que si (X7, X2) est un couple de variables aléatoires, indépendantes,
de lois respectives X,%l, X%Q avec ni, ng entiers strictement positifs, alors la
somme X7 + X, suit la loi x2 ., (loi d’addition du chi-deux).

Occurrences de la loi gamma. — Nous avons vu que l'on a de bonnes
raisons de supposer que la durée de vie d’'un organisme (d’un appareil,
d’'un atome radioactif, ...) suit une loi exponentielle; 'inconvénient, en
faisant cette hypothese, est que 1'on suppose, de facon implicite, 'absence
de vieillissement de cet organisme (de cet appareil, de cet atome radioactif,
... ). Une hypothese plus réaliste consiste a supposer que la durée de vie
suit une loi gamma I'(p, \), avec p légerement plus grand que 1 et A > 0 (cf.
Exercice 7).

9. La loi béta. — La fonction béta (premiere fonction d’Euler) B(r, s)
est définie pour tout couple (r, s) de réels strictement positifs par :

1
B(r,s) :/ N1 —z)* "t da.
0

Elle est reliée a la fonction gamma par la relation :

I'(r)C(s)
B(r,s) = — 2
(r;s) L(r+s)
Il en résulte que B(r,s) = B(s,r).
Définition. — Une variable aléatoire & valeurs dans [0, 1] est dite suivre la

loi B(r,s) (béta de paramétres r > 0, s > 0) si elle est absolument continue
et admet pour densité :

f(x):%

r—1 s—1
1-— I .
e = @
On voit que pour r = s = 1 la loi B(1,1) coincide avec la loi uniformément

répartie sur [0, 1].

L’espérance mathématique et la variance sont données par :
r rs

EX: _X: .
[X] r+s’ Var (r+s)2(r+s+1)

On constate que Var X < E[X]|[1 — E[X]].
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Occurrences de la loi béta. — Soit (X1, ..., X, ) un systéme de n variables
aléatoires indépendantes toutes uniformément distribuées sur [0, 1]. Alors les
variables aléatoires

Y = min(Xy,...,X,), Z =max(Xy,...,X,)

suivent respectivement les lois B(1,n) et B(n,1) (cf. exercice 5). Les statis-
tiques d’ordre associées a ce systeme suivent également des lois béta.

10. — Soit g(x) = exp(—(é + 1 i a:>> Lo1((),
_ g
@)= T @

On vérifie que f est la densité de probabilité d’une variable aléatoire a valeurs
dans ]0, 1[, et qui est C*° dans tout R.

11. Les lois de I’Arc sinus

1 1
a) La loi B(1/2,1/2), de densité f(x) = —

T \/x(l—x)

appelée «loi de ’Arc sinus », en raison du fait que sa fonction de répartition
est donnée par F(x) = (2/7) Arcsin(y/z) (0 < z < 1). Elle occupe une place
importante dans la théorie des fluctuations.

b) On rencontre d’autres lois, également liées a I’Arc sinus, qui font
I’objet de la définition suivante :

(0<z<1)est

Définition. — Une variable aléatoire X, a valeurs dans | — 1, +1[, est dite
suivre la loi (A;) de I’Arc sinus si elle est absolument continue et admet pour
densité :

1 1
= —— —l1<z<+1). A
Ix (.’L‘ ) T m ( T <+ ) ( 1)

La variable aléatoire | X|, & valeurs dans |0, 1], suit la loi de densité :

2 1

= —— 0<z<+1). A
f|X|(x> T m ( x + ) ( 2)
On 'appelle la loi (Az2) de I’Arc sinus.
Occurrences des lois (A1), (Az). — Les variables aléatoires suivantes

suivent la loi (A;) :

sinU, ou U est uniforme dans | — 7/2, +7/2[;

cosU, ou U est uniforme dans |0, 7[;

sinU, cosU ou U est uniforme dans |0, 27].
En outre, la loi (A1) étant symétrique, chacune de ces variables aléatoires a
méme loi que son opposée.
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Les variables aléatoires suivantes suivent la loi (As) :
sinU, ou U est uniforme dans |0, 7[;
cosU, ou U est uniforme dans | — 7 /2, +7/2].
Ces exemples montrent, s’il en était besoin, que des variables aléatoires
différentes peuvent avoir méme loi.

Soit U une variable aléatoire uniforme dans ]0,2x[; alors X = cosU,
Y = sinU suivent toutes deux la loi (A4;). En outre, X? — Y2 = cos? U —
sin? U = cos(2U) et 2XY = 2sinU cos U = sin(2U) suivent également la loi
(Ap). Comme X2 +Y? =1, la variable aléatoire

Y 2
2_X2—Y2_1—<§> 1-tg?U

Z=X?-Y?’= = =
X2 4+Y?2 1+<Y>2 1+tg2U

X

suit la loi (A7). Comme U est uniforme sur ]0,27[, la variable aléatoire
T = tgU suit la loi de Cauchy C(0,1). On a donc démontré la proposition
suivante.

PROPOSITION 11.1. — Soit T' une variable aléatoire de loi C(0,1) ; alors
2

la variable aléatoire Z = 1 — suit la loi (A1) de ’Arc sinus.

+ 12

COMPLEMENTS ET EXERCICES

1. — Les seules solutions r(-), continues a droite, non identiquement
nulles, de l'identité Vz,y > 0, r(z + y) = r(z)r(y)] sont de la forme
r(z) =e** (a € R).

2. La loi de Pareto. — Soit Y une variable aléatoire exponentielle de loi
E(N) (A > 0). La variable aléatoire X = e¥ est appelée variable aléatoire de

Pareto, de loi de Pareto P(\,1). { N dr>1
A six>1;

a) La fonction de survie de X est donnée par r(x) = 1 <1
, six<l.

MM six > 1,
0, sinon.

siA>1et E[X]=4o00,si A <1.

et sa densité par f(x) = {

b) On a: E[X] =

A
A—17
c¢) Pour tout entier & > 1 évaluer E[X*] en déterminant la fonction de
survie de X*. En déduire qu’une variable aléatoire de Pareto n’admet pas de
fonction génératrice des moments.

3. La lot de Weibull. — Une variable aléatoire X est dite de Weibull de
parametres (o, \) (o > 0, A > 0), si la variable X suit une loi exponentielle
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de parametre A > 0. Sa fonction de survie est donnée par r(x) = e **" si

x> 0et1lsiz<0;sadensité par f(x) = ae M o=l gi > 0 et 0 si
x < 0; enfin, son espérance mathématique par E[X] = (1/AY)T(1 + (1/a)).

4. La loi logistique standard. — Une variable aléatoire X a valeurs dans R
est dite logistique standard, si elle est de la forme X = — Log(e¥ — 1), o1 Y
est une variable aléatoire exponentielle, de parametre 1. Pour tout z réel,
sa fonction de répartition est donnée par F(z) = 1/(1 + e~ %), sa fonction
de survie par r(z) = e */(1 + e~ %) et sa densité par f(z) = F(z)r(z) =
(1/2)/(1 4 chx). On voit que f(x) est paire, on montre que Log f(z) est
concave.

5. — Soit (X1,. .., X,) un systéme de n variables aléatoires indépendantes
toutes uniformément distribuées sur [0,1]. Alors les variables aléatoires
Y = min(Xy,...,X,) et Z = max(Xy,...,X,,) suivent respectivement les
lois B(1,n) et B(n,1).

6. La moyenne géométrique. — Soit X une variable aléatoire telle que
E[|X|"] < 400 pour tout r appartenant & [0, ro[ (ro > 0). Considérons, pour
tout r appartenant & lintervalle ouvert ]0,7¢[, 'écart e, = (E[|X| /",
D’apres les inégalités sur les moyennes, la fonction r — e, est croissante; il
en résulte que la limite lim,|¢ e, existe et est finie; nous la désignerons par
eo et I'appellerons la moyenne géométrique de X.

a) Soit X une variable aléatoire de loi N'(0,1); calculer sa moyenne
géométrique.

b) Soit X une variable aléatoire de loi £()\); calculer sa moyenne
géométrique.

c¢) Soit X une variable aléatoire de loi de Cauchy C(0, 1) ; montrer qu’elle
admet une moyenne géométrique.

d) Construire la loi d’une variable aléatoire qui n’admet pas de moyenne
géométrique.

7. — Soit X une variable aléatoire a valeurs dans [0, +oo[, absolument
continue de densité f; supposons que sa fonction de survie r(z)=P{X >z}
soit strictement positive pour tout z > 0. On appelle tauzx de défaillance de
X la fonction p(z) = f(z)/r(z). Prenons pour X une variable aléatoire de
loi I'(p,\) (p, A > 0). Montrer que son taux de défaillance est strictement
croissant, constant ou strictement décroissant, suivant que p > 1, p = 1 ou
0 < p < 1. On notera que le cas p = 1 correspond a la loi E(A).

8. — Soit X une variable aléatoire de loi I'(p, \) (p, A > 0). Montrer que
pour tout r tel que p+r >0 on a:

1 T(p+r)
]E[X]_FiF(p) )
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Soit X une variable aléatoire suivant la premiere loi de Laplace, c’est-
a-dire de densité f(x) = (1/2)exp(—|z|) (z € R). Calculer la fonction
génératrice de | X|; en déduire sa loi.

Soit (X7, X2) un couple de variables aléatoires indépendantes de loi
E(1). Calculer les fonctions génératrices des variables aléatoires X+ X5,
X1 — Xo, | X1 — X2|; en déduire leurs lois.

La premiere loi de Laplace £ admet pour fonction génératrice g(u) =
1/(1—=u?) (Ju| < 1). Cette fonction peut se factoriser de deux manieres
différentes :

) 1 B 1 1 _ 3) 1 _< 1 >2
@ 1—u2 1—wul+u’ 1—u?2  \1—-u2/ "

a) Montrer que L est la loi de la symétrisée d’une variable aléatoire de

loi £(1). Y. X
B) Montrer que L est la loi de X1X2 + X35X4 (ou de ‘Xl X2
3 4

(X1, X5, X3, X4) est un systeme de quatre variables aléatoires indépen-
dantes de la loi N'(0,1) (c¢f. Exercice 9 du chap. 13).

On est ici en présence d’un phénomene qui ne se produit pas pour une
loi normale : une loi normale n’admet pas de «facteurs» non dégénérés
autres que normaux. Ceci est un argument supplémentaire qui justifie le
remplacement de la premiere loi de Laplace par la seconde loi, a savoir
la loi normale, dans la théorie des erreurs.

), ol

Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires, indépendantes, a valeurs
positives, ou Y suit la loi exponentielle £(A) (A > 0). Désignons par L(u)
la transformée de Laplace de X, c’est-a-dire L(u) = E[e=*X] (u > 0).
Montrer que P{Y > X} = L(\).

Soit (X1,...,Xp,Y) un systeme de (n+1) variables aléatoires indépen-
dantes, a valeurs positives, ou Y suit la loi exponentielle E(X) (A > 0).
Montrer que

PlY >X;+-- -+ X,} =P{Y > X3 }...P{YV > X,,}.
Cas particulier. — Pour n =2 on a
(1) P{Y > X1 + Xo} = P{Y > X }P{Y > X,}.

Or P{Y > X} = L(\) > 0; la relation (1) est donc équivalente a la
suivante

(2) P{Y>X1 + X5 |Y>X2}:P{Y>X1}

Si (X1, X2,Y) est un systéme de variables aléatoires indépendantes, a
valeurs positives, ou Y suit une loi exponentielle, on a alors la propriété
d’absence de mémoire sous la forme généralisée (2).
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c¢) Soit (Xi,...,X,) un systeme de variables aléatoires indépendantes,
admettant toutes la loi £(A) (A > 0). On pose M = maxj<p<pn Xk.
Calculer P{M > >"}_, Xy — M}.

11. — Soit X une variable aléatoire uniformément répartie sur [0, 1].
Calculer son écart e,. d’ordre r par rapport a l’origine ; en déduire sa moyenne
géométrique €.

12. — Soit (Y7,...,Y;) un systeme de n variables aléatoires indépen-
dantes, identiquement distribuées, de loi commune N(0,1). La variable
aléatoire X2 = Y2 +---+Y.2 suit la loi x2, c’est-a-dire la loi I'(n/2,1/2), dont
nous désignerons la densité par g. La variable aléatoire X = \/ Y2+ +Y2
admet alors la loi de densité

() = 229(2%) = 2<n/12>—1 r(nl/z)"pvn_le_ﬁ/2 (x>0).

a) Pour n =2, la loi de X = \/YZ + Y2 a pour densité f(z) = ze=* /2
(x > 0) (loi de Rayleigh). Elle coincide avec la loi de Weibull de parametres
a=2 A=1/2.

b) Pour n = 3, la loi de X = /Y2 + Y2 + YZ a pour densité f(z) =

2 2
\/ije‘” /2 (2 > 0) (loi de Maxwell).
s

c) La densité conjointe de (Y7,...,Y},) est donnée par
]_ y% + e + y2 ]_ 2 9
h(ylu"'7yn): exp(— n>: € =/ )
(V2m)" 2 (vV2m)"

ot 'on a posé x? = y? + -+ + y2. On voit que h(y1,-..,y,) ne dépend que

de z > 0; on la notera h(x). Désignons par A, (z) l'aire de la sphere S, (0, x)
(x > 0). Alors f(z) = A, (z)h(x), c’est-a-dire

2(n/12)1 F(nl/2)xn—1e—m2/2 _ An(x)me_x2/27
d’ou o
A, (x) = 2F(n/2) gt
Le volume V,,(z) de la boule B, (0, z) (z > 0) s’obtient alors immédiatement :
e /2 )
V() :/0 A, (t)dt = mx :

13. a) Soit (X1, X2) un couple de variables aléatoires indépendantes uni-
formément réparties sur [0, 1]. Déterminer la densité et la fonction caractéris-
tique de X = X7 — X5 et de 2X.

b) Soit (Y1,Y2) un couple de variables aléatoires indépendantes
uniformément réparties sur [—1,+1]. Posons Y = Y; + Y5. Montrer que

L(Y) = L(2X).



CHAPITRE 15
LOIS DE PROBABILITE DE FONCTIONS
DE VARIABLES ALEATOIRES

Nous nous proposons dans ce chapitre de déterminer les lois de certaines
fonctions de variables aléatoires. Nous nous restreignons au cas ou ces
variables aléatoires sont absolument continues.

1. Cas a une dimension

THEOREME 1.1. — Désignons par S, T deux intervalles ouverts, finis ou
non, de R. Soit X une variable aléatoire réelle a valeurs dans S, absolument
continue, de densité f; soient u une bijection continument dérivable de S
sur T et h = u~! la bijection inverse de T sur S. Alors Y = uwo X est
une variable aléatoire réelle a valeurs dans T, absolument continue, dont la
densité g est donnée par :

9(y) = f(h(y)) 1M ()| I (y).

Démonstration. — On a, pour tout borélien A C T,
P{Y € A} = P{X € h(A)} = / F(2) I () da,
R

d’ot, en faisant le changement de variables x = h(y),
PV €4} = [ F(hw) W) Taw)dy. [

Nous donnons d’abord quelques exemples, qui sont de simples applications
du Théoreme 1.1.

Ezxemple 1. — Soit X une variable aléatoire réelle, de densité f. Alors
Y = eX est une variable aléatoire réelle & valeurs strictement positives, dont
la densité g est donnée par :

9(y) = if(Log Y) Lo, 400 (¥)-

Cas particulier. — Prenons L(X) = N(u,0) (n € R, 0 > 0);alors Y = eX
admet pour densité

9(y) = ﬁé exp(—% (Img(yyi_% 2>I1o,+oo[(y)-

La variable aléatoire Y est appelée wvariable aléatoire log-normale, de pa-
rametres |, 0.
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Ezemple 2. — Soit X une variable aléatoire réelle, de densité f. Alors

Y = X est une variable aléatoire réelle, de densité :

o) = 3£ (5) o)

(En toute rigueur, il faudrait n’utiliser le Théoreme 1.1 que pour R\ {0}.
Cependant, la variable aléatoire X étant absolument continue, on a P{X =
0} = 0, de sorte que l'on peut négliger 1'origine.)

1
Cas particulier 1. — Prenons L(X) = N(0,1); alors Y = e admet pour
densité :

MFiém@ﬁ<wm

1 1
On constate que E[|Y]] /|y|g dy = — exp( )dy =
v w [yl

+00. Ainsi 'inverse d’une variable aléatoire normale réduite nadmet pas
d’espérance mathématique.

Cas particulier 2. — Prenons pour £(X) la loi de Cauchy C(0,1). Alors

1
Y = X admet pour densité :

11 1 11

AT S el

y2

On constate que Y suit encore la loi de Cauchy C(0, 1).

Remarque. — Dans le cas ou 'application u n’est pas bijective, il n’y a
pas de méthode générale pour déterminer la densité de u o X, mais, dans la
plupart des cas particuliers qui se présentent, on peut imaginer un traitement
adéquat.

Ezemple 1. — Soit X une variable aléatoire réelle, absolument continue, de
densité f. Soit a déterminer la densité g de Y = |X|. On voit que u(z) = |z
n’est pas une bijection de R sur RT. On peut alors adopter la méthode
suivante : commencons par calculer la fonction de répartition Fy de Y :

Fy(y):{o’ pour y < 0;
P{Y <y} =P{-y < X < +y}, poury>0.
Comme la loi de probabilité de X est diffuse, on peut encore écrire
Fy(y) = {0 pour y < 0;
Fx(y) — Fx(—y), poury > 0.
On en déduit la densité fy de Y par dérivation :

], pour y < 0;
ﬁ“”—{ﬂw+f@w,pmuy>o
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Si la variable aléatoire X est paire, on a :

f(>_ 07 poury§0§
YY) = 2 f(y), poury>0.
Par exemple, si £(X) = N(0,1), la variable Y = | X| a pour densité

0, pour y < 0;
fr(y) = { ie_y2/2 our y >0
N y P )

Ezemple 2. — Soit X une variable aléatoire réelle, absolument continue,
de densité f. Soit a calculer la densité de Y = X? . De nouveau, u(zr) = x>
n’est pas une bijection de R sur RT.

Commencons par calculer la fonction de répartition Fy de Y :
pour y < 0;

Fy(y) = P{Y <y} = P{—\/g <X < —|-\/§}, pour y > 0.
De méme, puisque la loi de probabilité de X est diffuse,
0 pour y < 0;

Fy (y) = {p:X(\/@ — Fx(—y/y), poury > 0.

Par dérivation,

%(f(\/@ + F(=v/), poury > 0.

Si la variable aléatoire X est paire, on a :

0, pour y < 0;
Iy () :{

0, pour y < 0;
fr(y) = { %f(\/g), pour y > 0.

Par exemple, si £(X) = N(0,1), la variable Y = X2 a pour densité

0, pour y < 0;
{ 1 1

C’est la loi du Chi-deux a un degré de liberté.

fy(y) =

v/2 pour y > 0.

2. Cas a deux dimensions

THEOREME 2.1. — Désignons par S et T deux ouverts de R? et soit
(X,Y) un couple de wvariables aléatoires, a wvaleurs dans S, absolument
continu, de densité conjointe f. Soit

G:(z,y) = (u,0) = (u(z,y), v(z, 1))
une bijection continument différentiable de S sur T ; soit

H=G": (u,v) — (2,9) = (hi(u,v), ha(u,v))

la bijection inverse de T sur S. (Les dérivées partielles Dyhy, Dyhy, Dyho,
Dyhy sont donc elles-mémes continues.) On note

J = D(hlahQ) _ D(a:,y) _ Duhl Dvhl

~ D(u,v)  D(u,v) |Duha Dyhs

le jacobien de la bijection inverse H.
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Alors (U, V) = Go (X,Y) = (uo (X,Y),vo (X,Y)) est un couple de
variables aléatoires réelles a valeurs dans T, absolument continu, et dont la
densité conjointe g est donnée par

g(u,v) = f(hl(u,v), hg(u,v)) |J| Ir(u,v).

Démonstration. — On a, pour tout borélien A C T,

PUULY) € A} = PUXY) € HAY = [ [ 10.0) Ty v de dy

d’ou, en faisant le changement de variables x = hy(u,v), y = ha(u,v),

P{(U,V) e A} = //Rz f(ha(u,v), ho(u,v)) |J]| La(u,v) dudv. []

Remarque. — Dans la derniére intégrale écrite, on a utilisé la formule
du changement de variables dans les intégrales doubles, qui exige que le
jacobien J ne s’annule jamais sur A. Pour avoir un champ d’application plus
général, on peut supposer que J # 0, sauf sur ensemble négligeable I tel que
H(I) est encore négligeable.

Ezemple 1. — Soit (X, Y") un couple de variables aléatoires indépendantes,
dont chacune suit la loi N'(0,1). La loi du couple a donc pour densité

f(x,y)—%exp(— 2 >

On lui associe le couple (R, ©) défini par

Y
R=(X?+Y?)Y2 ©=Arctg <
(1) Loi conjointe de (R,©). — D’abord

(2.9) = (n0) = (2 +9*)"/? Arctg )
T
est une bijection contintiment différentiable de S = R2? \ {0} sur T =

10, +00[x [0, 27[. La bijection inverse est

(r,0) — (x,y) = (rcosf,rsinf),
d’ou 'on déduit
T
/ /

yr y@
La densité conjointe de (R, ©) est donc donnée par

g(r,0) = f(rcosf,rsind) |J]|

cosf) —rsinf
sinf rcosf

1 2
= ge”’ 12y (r,0) €]0, +00[x[0,27[).
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(2) Lois marginales. — Les densités marginales de R et de © s’en
déduisent immédiatement :

g(r,-) = /0 ! g(r,0)do = e~ /2y (r €]0,+o0[)

o 1
9.0 = [ gno)ar=oo (0 €2n),
0 2m
Remarque. — La loi de R, de densité g(r,-) = e~" /27 (r €]0,400[) est
appelée loi de Rayleigh. La fonction de survie de R est donnée par

HR>ﬂ:/ e tdt =2 (r>0);

et son espérance mathématique par

E[R] = / P{R > r}dr = / e " Py = \/E
0 0 2

(3) Les variables aléatoires R et © sont indépendantes. — 1l résulte de
(1> et (2) que g(r, 0) = g(’r’, )9(7 9)7 (T‘, 9) = (]07 +OO[>< [07 27T[)7 ce qui assure
I'indépendance de R et O, donc aussi celle de R et Y/ X.

Ezemple 2. — Soit (X, Y’) un couple de variables aléatoires indépendantes,
dont chacune suit la loi N/(0,1). Posons U = (X +Y)/V2,V = (X -Y)/V2.
Alors le couple (U, V) est formé de variables aléatoires indépendantes, dont
chacune suit la loi N(0,1).

Démonstration. — La densité conjointe de (X,Y") est
flz,y) = L exp(—l(af2 +v?))
’ 2m 2 '

Faisons le changement de variables u = (z + y)/v/2, v = (z — y)/V/2, qui
établit une bijection de R? sur R2. On calcule successivement z = (u+v)/v/2,
y = (u—v)/v2, D(x,y)/D(u,v) = —1, d’ott la densité conjointe g(u,v) de
U, V) :

g(u,v) = f(u—\—/gv, u—\;;)l = %eXp(_%«u;r;)? 4+ (u\;;)z»

= () ()

3. Loi de probabilité d’une fonction de deux variables aléatoires.
Soient (X,Y) un couple de variables aléatoires réelles, absolument continu,
de densité conjointe f et u : R? — R une fonction mesurable. On se propose
de déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire U = uo (X,Y),
moyennant des conditions de régularité appropriées sur la fonction u. A cet
effet, nous considérons U comme la premiére variable aléatoire marginale du
couple (U, V), avec U =uo (X,Y)et V=Y.
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(a) Loi de probabilité du couple (U, V). — On suppose que (z,y)
(u,v) = (u(z,y),y) est une bijection contintiment différentiable de R? sur
R? et I’on introduit la bijection inverse (u,v) — (x,y) = (h(u,v),v). Il en
D(z,y) hl, hl
D(u,v) 0 1
(U, V) est absolument continu et sa densité conjointe g est donnée par

g(“?”) = f(h(uvv)vv) |h/u(uvv)| ((uvv> S RQ)'

(b) Loi de probabilité de U. — Elle est donnée par sa densité

g(u) = glu, ) = / £ (h(w, 0), 0) |, (u,0)| dv (u € R).

résulte J = = = h!,. D’apres le Théoréme 2.1, le couple

Ezemple 1 (loi de la somme). — Soient u = x + y et v = y, de sorte que

U=X+Yetrx=u—v,y=v,douJ= (1) zl‘zlet

g(u):/Rf(u—v,v)dv (u € R).

Cas particulier (produit de convolution). — Dans le cas ou le couple (X, Y)
est indépendant, sa densité conjointe se factorise : f(z,y) = fi(z)f2(y), ou
f1, fo sont les densités de X, Y, respectivement, et

g(u) = /Rfl(u — ) fa(v) dv (u e R).

On dit que g = f1 * f5 est le produit de convolution de f1, fo.

Application. — Prenons L(X) = N (p1,01), LY) = N(pz2,02) (p1, 2 €
R, 01,02 > 0). On peut vérifier que L(X +Y) = N(u1 + p2, /02 + 03).
Le calcul direct est fastidieux, il est préférable d’utiliser la technique des
fonctions génératrices ou des fonction caractéristiques.

Ezxemple 2 (loi du produit). — Prenons u = xy et v = y, de sorte que

a2
U=XYetz=u/v,y=v,douJ= 1/v ul/v

g(u):/Rf<%,v>idv (u € R).

[v]
Dans le cas ou (X,Y") est indépendant, on a f(z,y) = f1(x)f2(y) et

g(u) = / /o) fa(v) = dv  (u€R).

[0l

=1/vet

Application. — Prenons L£(X) = N(0,1), L(Y) = N(0,1). La densité
g(u) de U = XY est donnée par
2

= [l +))

1 [~ 1 /u? 1
:—/ exp(——(u—2 +v2>>—dv.
T Jo 2\v v
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Cette fonction admet une valeur finie pour tout v # 0. Pour un tel u on peut
faire le changement de variable v? = |u|t et 1’on obtient

o0 =g [ (-5 () &

On ne peut exprimer l'intégrale a 1’aide des seules fonctions élémentaires;
on montre qu’elle s’exprime a ’aide des fonctions de Bessel (cf. Exercice 8,
chap. 13).

x
Ezxemple 3 (loi du rapport). — Considérons u = —, de sorte que U = v
Y

vou
0 1

A]OI'SU: ,U:y,d’Oﬁx:U%y:%J: =vet

y
g(u) = /Rf(uv,v) lv| dv (u € R).

Dans le cas particulier ou (X,Y) est indépendant, on a f(z,y) = f1(x)f2(y)
et

g(u) = / fiw) o) ol dv  (u€R).

Application. — Prenons L£(X) = N(0,1), L(Y) = N(0,1). La densité
g(u) de U = X/Y est donnée par
1 2 1 o] 2
g(u) = — exp(—v—(l +u2)) lv|dv = —/ exp(—v—(l +u2)> vdv,
2 Jr 2 ™ Jo 2
d’oll, en faisant le changement de variables v?(1 + u?)/2 =t,

11 o, 11
= _ “tdt = — € R).
9(u) 7T1+u2/0 c w1+ u? (u )

On constate que le rapport de deux wariables aléatoires, indépendantes,
normales, réduites, suit la loi de Cauchy C(0,1)

Cette propriété a des conséquences surprenantes :

1) Les variables aléatoires X/Y et Y/X ont évidemment la méme loi.
Donc linverse d’une wvariable aléatoire de Cauchy C(0,1) est encore une
variable aléatoire de Cauchy C(0,1).

2) Soit Z une variable aléatoire de Cauchy C(0,1). Elle a méme loi
que X/Y, ou X, Y sont des variables aléatoires indépendantes normales

Y X+Y
1+ 5
1+Z X+Y
réduites. De la ljZ a meéme loi que ) _g = X—fY = X\iiy'
X+Y X-Y X V2
Or ( , ) est un couple de variables aléatoires indépendantes
V2 V2 1+ 2

normales réduites. Donc 7 suit encore la loi de Cauchy C(0,1).
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Y X+Y
3) La variable aléatoire 1 + Z = 1+ X = ;; est le rapport de

deux variables aléatoires symétriques, mais n’est pas elle-méme symétrique,
puisqu’elle suit la loi de Cauchy C(1,1).

COMPLEMENTS ET EXERCICES

1. — Soit X une variable aléatoire suivant la loi de Cauchy C(0,1). Alors
1+ X
la variable aléatoire Y = 1 i X suit encore la loi de Cauchy C(0,1).
2. — Soit X une variable aléatoire uniformément répartie sur 'intervalle

| — m/2,4m/2]. Alors la variable aléatoire Y = tg X suit la loi de Cauchy
C(0,1).

3. — Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires indépendantes, dont

chacune suit la loi £(A) (A > 0). Alors la variable aléatoire U = v & pour

densité f(u) = m (u > 0). Elle n”’admet pas d’espérance mathématique
u
finie. La variable aléatoire V. = U + 1 = ;; admet pour densité

g(v) = 1/v? (v > 1); elle suit la loi de Pareto P(1,1).

4. — Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires indépendantes, de lois
marginales L(X) =T'(r,A), L(Y) =T(s,\) (r,8,A > 0). Posons U = X +Y,
X

TX+Y
a) Le couple (U, V) est indépendant.
b) L(U) =T(r+s,\), L(V) = B(r,s) (loi béta). On constate que la loi
marginale de V ne dépend pas de A > 0.

5. — Soit (U,Y) un couple de variables aléatoires indépendantes, U étant
uniforme sur [0,1] et Y absolument continue de densité g. On considere la
variable aléatoire X = UY et on désigne par f sa densité.

a) Calculer f en fonction de g.

b) On suppose que le support de Y soit [0,4o00[. Montrer que f est
dérivable et que f et g sont liées par la relation zf'(z) + g(z) = 0. En
déduire que f admet un mode et un seul situé en = = 0.

¢) On suppose que le support de Y soit R. Montrer que f admet encore
un mode et un seul situé en_x = 0.

d) On prend g(z) = x—e_””2/2, ou x € R. Montrer que f est la densité

de N(0,1). Var
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6. — Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires indépendantes dont

chacune suit la loi A(0,1). Soit A = @ une matrice 2 x 2 orthogonale.

U X c d
On pose (V) =A (Y)’ c’est-a-dire U = aX +bY, V =cX + dY.

a) Le couple (U,V) est encore formé de variables aléatoires indépen-
dantes dont chacune suit la loi A/(0,1).

bT

b) Si T suit la loi de Cauchy C(0,1), il en est de méme de Z = oo
c+dT

7. — Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires indépendantes, dont

chacune suit la loi N'(0,1). On pose U =2X,V =X - Y.

a) Déterminer la densité conjointe du couple (U, V), ainsi que les den-
sités marginales de U et de V.

b) Déterminer la densité conditionnelle de U conditionnellement & ’éve-
nement {V = 0}.

c) Déterminer la densité conditionnelle de X + Y conditionnellement &
{V =0}

d) On constate que les densités conditionnelles trouvées en b) et c)
sont égales entre elles et que leur valeur commune est la densité (non
conditionnelle) de X + Y ; en d’autres termes, on constate que

LEX|X-Y=0)=LX+Y|X-Y =0)=LX+Y).

Aurait-on pu prévoir ce résultat ?

8. — Soit (Uy,...,U,) un systeme de n variables aléatoires indépendantes
admettant toutes la loi uniforme sur [0, 1]. La loi de X = [] U; a pour densité
i=1
() o
—(Log( — , sl x<1;
fz) =4 -1 \U8\G
0, sinon.
9. — Soit X une variable aléatoire suivant la loi de Cauchy C(0, 1).
a) Montrer que X et 1/X ont méme loi.
v X, avec probabilité 1/2;
b) Om pose : ¥ = { 1/X, avec probabilité 1/2.
Montrer que £(Y) = C(0,1).
10. — Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires indépendantes dont

chacune suit la loi N'(0,1). On pose U = XY et V = X/Y.
1) Déterminer la densité conjointe de (U, V).
2) En déduire les densités marginales de U et de V.
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11. (A. Joffe). — Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires indépen-
dantes de loi commune N(0, 1).
1) Puisque X et Y sont indépendantes, on a L(|X||Y = 0) = L(|X]).
2 2
2 T2 (>0
e x .
vt =0

2) Introduisons les coordonnées polaires

Cette loi admet pour densité : f(x) =

R=+vVX?2+Y? ©=Arctg(Y/X).

On a vu dans ce présent chapitre, § 2, Exemple 1, que les variables aléatoires
R et O sont indépendantes. Par conséquent L(R|O = 0) = L(R). Laloide R
est la loi de Rayleigh, de densité g(z) = ze=* /2 (z > 0). Cet exemple illustre
le fait que la densité conditionnelle n’a pas de sens intrinseque et doit étre
définie au moyen d’une densité conjointe dans un systeme de coordonnées
donné.

12. — Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires indépendantes dont
chacune suit la loi N'(0,1). Déterminer la loi des variables aléatoires :

X
a) U=—;
iy
by 7= =1
7= X

(La loi de Z est la loi de Student a un degré de liberté.)

13. — Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires indépendantes, suivant
chacune la loi de Cauchy C(0,1).

1/1 1y\71-¢
La moyenne harmonique H = [— (— + —ﬂ suit encore la loi de Cauchy
C(0,1). 2\X Y

Cet énoncé se vérifie facilement, puisque I'inverse d’une variable aléatoire
de Cauchy est encore de Cauchy et que la moyenne arithmétique de deux
variables aléatoires de Cauchy, indépendantes, est encore de Cauchy.



CHAPITRE 16
CONVERGENCES STOCHASTIQUES

Dans ce chapitre, nous considérons des suites (X,) (n > 1) de variables
aléatoires définies sur un méme espace probabilisé (€2, 2, P) et nous étudions
le comportement asymptotique de telles suites lorsque n tend vers I’'infini.
Plusieurs types de convergence se sont imposés (convergence en loi, en
probabilité, presque sire, en moyenne d’ordre r > 0, et bien d’autres). Nous
passons en revue les plus importants de ces types.

1. Convergence en loi, ou convergence étroite

Définition. — Donnons-nous :

a) une suite (X,,) (n > 1) de variables aléatoires définies sur un espace
probabilisé (€2,2, P) (on désigne par (F,,) (n > 1) la suite des fonctions de
répartition correspondantes);

b) une variable aléatoire X définie sur le méme espace probabilisé
(,2,P) (on désigne par F sa fonction de répartition; on notera que
F(+00) =1 et que F(—o0) = 0).

On dit que la suite (X,,) (n > 1) converge en loi (ou étroitement) vers X,
et 'on écrit X, LX, ou L(X,,) — L(X), si en tout point = de continuité
de F (en abrégé : z € C(F)), on a F,,(z) — F(x), lorsque n tend vers 'infini.

(En toute rigueur, il faudrait dire que la suite de lois £(X,,) converge en
loi, ou étroitement, vers la loi £(X), mais la terminologie que nous adoptons
est courante et justifiée.)

Remarque. — Supposons que X, L X et que les X,,, ainsi que X, soient
du premier ordre (i.e., aient des espérances mathématiques finies). Il n’en
résulte pas que la suite (E[X,]) (n > 1) converge, ni que, si elle converge, elle
ait pour limite E[X]; les situations les plus diverses peuvent se présenter.

Par exemple, soit (a,) (n > 1) une suite de nombres réels strictement
positifs; associons-lui une suite (X,) (n > 1) de variables aléatoires de lois
(1/n)eq, + (1 — (1/n))eg. On vérifie que la suite (X,,) converge en loi vers
X = 0 (donc E[X] = 0) et que E[X,,] = a,/n pour tout n > 0. On a les
comportements suivants :

si a, = /n, alors E[X,,] =1/y/n — 0 =E[X];

si a, =n, alors E[X,] =1 — 1 # E[X];

si a, = n?, alors E[X,,] =n — +o00 # E[X];

si a, =n[2+ (—1)"], la suite E[X,,] =2+ (—1)™ oscille.
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Ezemple 1. — Prenons X,, uniformément répartie sur [0,n] (n > 1). La
suite (X,,) (n > 1) ne converge pas vers une limite. En effet, pour tout = réel
etn>1,ona:

0, six <O0;
F,(z) = {x/n, si0<x<m;
1, sin<x.
I en résulte que pour tout = on a : F,,(z) — F(z) = 0, lorsque n tend vers
I'infini. Or la limite F(z) = 0 n’est pas la fonction de répartition d’une loi

de probabilité. On dit que la suite des lois de X,, converge faiblement vers la
mesure nulle. Nous n’étudierons pas ici ce type de convergence.

Ezemple 2. — Prenons X,, de loi 3(g(_1/n) 4+ €1/n)) (n > 1). La suite
(X,) (n > 1) converge en loi vers la variable aléatoire X = 0. En effet,

0, six < —1/n;
Fo(x)=4¢1/2, si—1/n<z<+1/n;
1, sil/n<u.
Il en résulte que pour tout réel x, on a :
0, six <O0;
Fn(a;)—>F*(:c):{1/2, six=0;
1, six > 0.

lorsque n tend vers l'infini. La fonction F* n’est pas la fonction de répartition
d’une loi de probabilité (elle n’est pas continue a droite a ’origine). Toutefois,
en désignant par F la fonction de répartition de la variable aléatoire X = 0,
la fonction F* coincide avec F, sauf en x = 0, c’est-a-dire sauf au point de
discontinuité de F. Pour tout = de 'ensemble C(F), on a donc

. |0, siz<O0;
Fule) = F@). our@)={} 5750
ce qui montre que X,, £, 0.
Ezemple 3. — Le présent exemple fait intervenir la «fonction de Dirac »

introduite par les physiciens. Pour chaque n > 1, prenons X,, de loi N'(0,0,)
(o, > 0) et supposons que o, tende vers 0 lorsque n tend vers l'infini. Alors
la suite (X,,) (n > 1) converge en loi vers la variable aléatoire X = 0. En
effet, pour tout réel z et tout n > 1, on a :

F,(z) = an\l/% /xoo exp(—%) du = @(:—n>.

Il en résulte que pour tout réel x, on a :

0, six <0;
Fn(aj)—>F*(a:):{1/2, siz=0;
1, six > 0.

La fonction F* n’est pas la fonction de répartition d’une loi de probabilité
(elle n’est pas continue & droite a l'origine). Toutefois, en désignant par F la
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fonction de répartition de la variable aléatoire X = 0, la fonction F* coincide
avec F, sauf en x = 0, c’est-a-dire sauf au point de discontinuité de F. On a
donc pour tout x de I’ensemble C(F),

Fn(x) —>F($), oll F(ib‘) _ {0, six <0;

1, siz>0;

ce qui montre que X, ~£.0.

Le théoreme de Paul Lévy dont nous donnons I’énoncé ci-apres précise
les relations entre convergence en loi d'une suite de variables aléatoires et
convergence de la suite des fonctions caractéristiques correspondantes.

THEOREME (Paul Lévy)

1) Soit (X,,) une suite de variables aléatoires, qui converge en loi vers
une variable aléatoire X. Alors la suite (¢y) des fonctions caractéristiques
correspondantes converge vers la fonction caractéristique ¢ de X, et cect
uniformément dans tout intervalle fini.

2) Soient (X,,) une suite de variables aléatoires et (p,,) la suite des fonc-
tions caractéristiques correspondante. Supposons que la suite (yp,) converge,
au sens de la convergence simple, vers une fonction p, dont la partie réelle
R est continue a l'origine. Alors

a) o est une fonction caractéristique, c’est-a-dire il existe une loi de
probabilité v (et une seule) dont p soit la fonction caractéristique.
b) La suite (X,,) (n > 1) converge en loi vers p.

La partie 2) de ce théoréeme fournit un outil puissant pour établir la
convergence en loi d'une suite de variables aléatoires. Elle est principalement
utilisée pour démontrer des versions du théoreme “central limit.” On trouvera
une démonstration d’'une version de cette partie 2) au paragraphe 9 de ce
chapitre.

2. Convergence en probabilité
Définition. — Soit (X,) (n > 1) une suite de variables aléatoires définies
sur un méme espace probabilisé (2,2, P).
a) On dit que la suite (X,,) (n > 1) converge en probabilité vers 0 lorsque
n tend vers linfini, et 'on écrit X,, —— 0, si pour tout € > 0, on a :

lim P{|X,|> ¢} =0.

b) Soit X une variable aléatoire définie sur le méme espace probabilisé
(©,2,P). On dit que la suite (X,,) (n > 1) converge en probabilité vers X, et
l'on écrit X,, == X, si X, — X -2 0.

Remarque. — Supposons que X,, — X et que les X,,, ainsi que X, soient
du premier ordre. Il n’en résulte pas que la suite (E[X,]) (n > 1) converge
vers E[X], ni que, si elle converge, elle ait pour limite E[X]; les situations les
plus diverses peuvent se présenter.
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Exemple. — Reprenons l'exemple qui illustre la Remarque du para-
graphe 1 relative a la convergence en loi.
1) On a X, LoX = 0, puisque pour tout € > 0 :

1
P{X, >¢e} <P{X, >0} =— —0.
n

2) La suite (E[X,,]) a les différents comportements décrits ci-dessus.
Donnons tout d’abord deux propriétés de la convergence en probabilité.

THEOREME 2.1. —  Soit (M,, = (X,,Ys)) (n > 1) une suite de points
aléatoires qui converge en probabilité vers le point aléatoire M = (X,Y)
(c’est-a-dire pour tout € > 0 lim,, P{|M,, — M| > e} =0, ce qui entraine que
l'on a stmultanément X,, Lo X et Y, SN Y). Soit d’autre part h : R?2 - R
une fonction continue en tout point (z,y) de R%. Alors la suite des variables
aléatoires h(X,,,Y,) (n > 1) converge en probabilité vers la variable aléatoire
h(X,Y).

En particulier, si X,, == X et si f est une fonction réelle, continue en
tout point de la droite réelle, alors f o X, = fo X.

Si X = c (c réel), Uhypothése X, L, ¢ peut étre remplacée par X, e

THEOREME 2.2. —  Si la suite de variables aléatoires (X,) (n > 1)
converge en probabilité vers la variable aléatoire X et si P{X = 0} = 0,
alors 1/ X, 2+1/X.

Les démonstrations de ces deux théoremes peuvent étre trouvées dans I’ou-
vrage de Fourgeaud-Fuchs.! Nous verrons que ce sont en fait des conséquences
du Théoreme 4.6 ci-dessous. Le corollaire suivant est une simple conséquence
de ces deux théoremes.

COROLLAIRE. — Si la suite de points aléatoires (M, = (X,,Y,)) (n > 1)
converge en probabilité vers le point aléatoire M = (X,Y), alors

D X, +Y, 5 X+Y;

2) A X, =—AX (AeR);

3) XY, = XY ;

4) X,/Y, 2 X/Y, siP{Y =0} =0.

Remarque. — Le corollaire montre que la convergence en probabilité est
compatible avec les opérations algébriques élémentaires. Il n’en est pas ainsi
de la convergence en loi.

THEOREME 2.3 (Critére de convergence en probabilité). —  Soit (X,,)
(n > 1) une suite de variables aléatoires; s’il existe r > 0 tel que la suite de
terme général (E[|X,|"]) (n > 1) tende vers 0, alors la suite (X,,) (n > 1)
converge en probabilité vers 0.

I Fourgeaud (C.), Fuchs (A.). — Statistique. — Dunod, Paris, 1972, pp. 27-29.
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Démonstration. — On a, d’apres l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev,
pour tout € > 0
E[|Xn|"]
P{|X,| >¢} < 57: —

3. Convergence en moyenne d’ordre r > 0

Définition. — Soit (X,,) (n > 1) une suite de variables aléatoires définies
sur un méme espace probabilisé (2,2, P). On suppose qu’il existe r > 0 tel
que pour tout n > 1 le moment E[ |X,|"] soit fini.

a) On dit que la suite (X,,) (n > 1) converge vers 0 en moyenne
d’ordre 7, si E[ | X,|"] — 0 lorsque n tend vers I'infini.

b) Soit X une autre variable aléatoire définie sur le méme espace
probabilisé (2,2, P). On dit que la suite (X,,) (n > 1) converge vers X en
moyenne d’ordre r, si la suite (X,, — X) (n > 1) converge vers 0 en moyenne
d’ordre r.

Remarque 1. — Supposons que X,, — X en moyenne d’ordre r; il n’en
résulte pas que le moment E[ | X |T] soit fini, mais si ce moment est fini, alors
E[1X,["] — E[1X]"].

Remarque 2. — Ce type de convergence est essentiellement utilisé pour
r = 2, auquel cas on parle de convergence en moyenne quadratique.

4. Convergence presque siire

Définition. — Soit (X,,) (n > 1) une suite de variables aléatoires définies
sur un méme espace probabilisé (2,2, P).

a) On dit que la suite (X,,) (n > 1) converge vers 0 presque sirement, et
l'on écrit X, £% 0, s’il existe un ensemble P-négligeable A € 2 tel que pour
tout w € 2\ A, on ait X,,(w) — 0, lorsque n tend vers l'infini.

b) Soit X une autre variable aléatoire définie sur le méme espace
probabilisé (2,2, P). On dit que la suite (X,,) (n > 1) converge vers X
presque stirement, et Pon écrit X,, £5 X, si la suite (X, —X) (n > 1) converge
vers (0 presque stirement.

Remarque. — 1l résulte directement de la définition que les Théoremes 2.1
et 2.2 ainsi que leurs corollaires sont valables pour la convergence presque
stre. Néanmoins, cette définition n’est pas opératoire et il convient, dans
certains cas, de lui en substituer une autre, équivalente, qui a l'avantage
de fournir instantanément des criteres de convergence presque stre. Nous
introduisons cette nouvelle définition apres le commentaire qui suit.

Commentaire de la définition. — Posons pour tout € > 0
E,(e) = {|Xn| > €}, E(e) =limsup E,(¢) = ﬂ U Ex(e).
nTee n>1k>n

Introduisons I’ensemble de convergence de la suite (X,,) (n > 1) vers 0
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o=U Xl <e}s

e>0n>1k>n

ainsi que son complémentaire, I’ensemble de divergence

p=c =N U{Xl>e}t=JE@)

e>0n>1k>n e>0

On voit que 0 < € < ¢/ = E(¢’') C E(¢), de sorte que (E(g)) (¢ > 0) est
une famille croissante lorsque € | 0; il en résulte que :

a) l'ensemble D peut s’écrire D = |J, £(1/l), avec | > 1 entier. Par
conséquent, D (donc C) est mesurable. (Cette observation a été faite pour la
premiére fois par Kolmogorov dans son ouvrage fondamental.?)

b) D =lim. o E(¢).

Il est clair que X, 250, si et seulement si P(C) = 1, cest-d-dire si et
seulement si P(D) = 0. Or cette derniére propriété est susceptible d’une
interprétation intéressante faisant ’objet du théoreme suivant.

THEOREME 4.1. —  Avec les notations ci-dessus, les deux propriétés
suivantes sont équivalentes :
a) P(D)=0;
b) pour tout € >0 on a P(E(g)) = 0.
Démonstration

a) = b) Il résulte de la relation D = | J,., E(¢) que pour tout € > 0 on
a P(E(e)) < P(D); d’ou le résultat.
b) = a) Il résulte de la relation D = lim.|oP(E(e)) que l'on a :
P(D) = lim. o P(E(¢)); d’ott le résultat. []
Ce théoreme permet d’adopter dorénavant la définition suivante, beaucoup
plus opératoire, de la convergence presque stre.

Définition. — Soit (X,,) (n > 1) une suite de variables aléatoires. Posons,
pour tout € > 0

En(e) = {|X,| > ¢}, E(e) = limsup E,(¢).

n—oo

a) On dit que la suite (X,,) (n > 1) converge vers 0 presque sirement,
si pour tout € > 0 on a P(E(¢)) = 0.

b) Soit X une autre variable aléatoire, définie sur le méme espace
probabilisé que les X,,. On dit que la suite converge vers X presque sirement,
si X, — X 25 0.

THEOREME 4.2. — Soit (X,,) (n > 1) une suite de variables aléatoires.
Les deux propriétés suivantes sont équivalentes.
a) La suite (X,,) (n > 1) converge vers 0 presque stirement.

2 Kolmogorov (A. N.). —  Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung. — Berlin,
Springer, 1933.
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b) La suite de terme général Y, = supys, |Xk| converge vers 0 en
probabilité. N
1l en résulte immédiatement que la convergence presque sure implique la
convergence en probabilité.

Démonstration. — Avec les notations ci-dessus, on a :
U Bre) = Ut1xul > e} = {sup || > e}
k>n k>n k2n

Cette suite d’ensembles est décroissante lorsque n croit, de sorte que pour
tout e >0 ona:

E(e) = lim {sup | X%| > 5} et P(E(e)) = lim P{sup | X | > z—:}.

n—00 Lp>n n—oo k>n

Cette égalité, valable pour tout € > 0, montre que a) < b). []

Nous donnons maintenant deux criteres de convergence presque siire.

PROPOSITION 4.3. — Soit (X,,) (n > 1) une suite de variables aléatoires.
Si, pour tout € > 0, la série de terme général P{]Xn\ > 5} est convergente,
alors la suite (X,) (n > 1) converge vers 0 presque surement.

Démonstration. — Avec les notations ci-dessus on a, pour tout € > 0 et
tout n > 1

P(E()) < Y P(Ex(e)).
k>n
Or le second membre, reste d’ordre n d’une série convergente, tend vers 0
lorsque n tend vers l'infini; le premier membre, étant indépendant de n,
est donc nul. D’oll pour tout ¢ > 0 lidentité P(E(e)) = 0, c’est-a-dire
X, 250, ]

PROPOSITION 4.4. — Soit (X,,) (n > 1) une suite de variables aléatoires.
Sl existe r > 0 tel que la série de terme général E[ |Xn|r] soit convergente,
alors la suite (X,,) (n > 1) converge vers 0 presque sirement.

Démonstration. — On a, d’apres l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev,
pour tout € > 0

E[|Xn|"]
P{X,| 2} < S,
d’oti le résultat en vertu de la Proposition 4.3. []

Pour terminer cette section, nous donnons quelques liens entre convergence
presque stre et convergence en probabilité.

THEOREME 4.5. —  Soit X, =0, il existe une suite partielle (X,,)
extraite de (X,) telle que X,, 0.
Démonstration. — Soient € > 0 et () une suite de nombres strictement

positifs tels que >, -, mx < +o0o. Par hypothese, pour tout k£ > 1 il existe
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ng > 1 tel que P{]Xnk] > 5} < . On peut toujours supposer que ny < Ng41
pour tout k£ > 1. On a alors pour tout € > 0 les relations

P{sup X, | > e} - P{ U {1X0| > a}} <> .
n k>n k>n

k>

Or le dernier membre tend vers 0 lorsque n tend vers I'infini. Le résultat en
découle en vertu du Théoréme 4.1. []

THEOREME 4.6. — Soit (X,,) (n > 1) une suite de variables aléatoires ;
alors les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
a) X, 2-0;

b) De toute suite partielle extraite de (X,,) on peut extraire une suite
partielle qui converge presque stirement vers 0.

Démonstration

a) = b) Soit (X,, ) une suite partielle extraite de (X,,); il est clair que
X, 0. Le Théoréme 4.5 appliqué & la suite (X, ) montre qu'il existe une
suite partielle extraite de (X,,,) qui converge vers 0 presque sirement.

b) = a) Supposons que a) ne soit pas satisfaite, c’est-a-dire qu’il existe
g,n > 0 tels que, quel que soit N > 0, il existe un entier n > N pour lequel
P{|X,| > €} > n. On en déduit qu’il existe une suite partielle (X,, ) extraite
de (X,) telle que, pour tout n > 1, on ait P{|X,, | > ¢} > 5. Pour toute
suite partielle (X;, ) extraite de (X, ) on a alors, pour tout k£ > 1, I'inégalité
P{|Xy,| > e} > n. Il en résulte que la suite (X, ) ne converge pas vers 0 en
probabilité, donc non plus presque stirement, ce qui contredit b). []

Remarque. — Le Théoreme 4.6 fournit des démonstrations immédiates
des Théorémes 2.1 et 2.2. Il suffit, en effet, d’observer que si X,, 2% X, alors,
pour toute fonction continue f, on a: fo X, 25 fo X.

5. Comparaison des divers types de convergence. — On a essen-
tiellement le diagramme suivant :

Conv. en moyenne d’ordre r => Conv. en probabilité = Conv. en loi

l

Conv. presque siire

Il est évident a priori que le mode de convergence en loi est le plus faible,
puisque sa définition ne fait intervenir que les lois des X,, et ne fait pas
référence au triplet fondamental.

Notation. — Dans ce qui suit (X,), (Fp) (n > 1) désignent une suite de
variables aléatoires et la suite de leurs fonctions de répartition associées.

THEOREME 5.1. — Soit r > 0; la convergence en moyenne d’ordre r
entraine la convergence en probabilité.
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Démonstration. — Elle résulte de l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev,
puisque pour tout € > 0 on a :

E[|X,.|"
P{x,| > e} < ML g
67’
Remarque. — La réciproque n’est pas exacte. Prenons r = 1 et considérons

une suite de variables aléatoires (X,,) de lois 2,2 + (1 — 1)gg. On vérifie que
cette suite converge vers 0 en probabilité, mais non en moyenne d’ordre 1.
La réciproque est exacte dans le cas particulier ou la suite (X,,) est presque
stirement bornée (cf. Exercice 4).

THEOREME 5.2. — La convergence en probabilité entraine la convergence
en loi.

La démonstration repose sur le lemme suivant.

LEMME 5.3. — Etant donné un couple (X,Y) de variables aléatoires,
on a, pour tout n >0

[Fx(z) —Fy(z)| < Fx(z+n) —Fx(z—n)+P{|X -Y|>n}.

Démonstration
a) D’abord on a les relations :

{Y<a}={YVY <z, X<oz+n}+{Y <z, X >z+n}
C{X <z+n}+{|X-Y|>n};
d’on
Fy(z) <Fx(z+n)+P{|X -Y]|>n}.
b) On montre de fagon analogue que
Fx(z—n) <Fy(z) + P{|X - Y| > n}.
c) Il résulte de a) et b) que :
Fx(z—n) —P{|X -Y|>n} <Fy(z) <Fx(z+n) +P{|X - Y| >n}.
d) Or on a trivialement :
Fx(z —n) <Fx(z) <Fx(z+n).
e) Il résulte de c) et d) que :
Fx(z) = Fy(2)] < Fx(z+n) —Fx(z —n) + P{|X - Y| >n}. [

Pour démontrer le Théoreme 5.2 on applique le lemme en prenant Y = X,,.
On obtient donc, pour tout n > 0 et tout n > 0,

[Fx(z) —Fx, (2)] <Fx(z+n) —Fx(z—n) +P{|X - X,,| > n}.

Supposons que x soit un point de continuité de Fx ; alors pour tout € > 0,
il existe n(e) tel que Fx(z +n) — Fx(z —n) < €. Supposons que X, RAS'E
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alors on peut associer au couple (g,7(g)) un nombre N(g) > 0 tel que,
pour tout n > N, on ait P{|X—Xn| > 77} < e. Il en résulte que, si
x est un point de continuité de Fx, on a, pour tout n > N, l'inégalité
Fx(z) —Fx, ()] <2 []

Remarque 1. — La réciproque n’est pas exacte : une suite de variables
aléatoires peut converger en loi sans converger en probabilité. En voici un
exemple dont la simplicité extréme montre ce qui sépare les deux modes de
convergence. Soit X une variable aléatoire de loi %(50 +e)etY =1-X.
Alors X et Y ont méme loi et | X — Y| = 1. Considérons la suite (X,,) (n > 1)
définie par X,, = Y pour tout n > 1. Alors la suite (X,,) (n > 1) converge
en loi vers X (trivialement), mais elle ne converge pas vers X en probabilité,
puisque | X, — X| =Y — X|=1.

Remarque 2. — La réciproque est exacte dans le cas particulier ou la
limite X se réduit a une variable aléatoire presque certaine. Nous allons
montrer que si la suite (X,,) converge en loi vers 0, alors elle converge en
probabilité vers 0. Supposons donc que 1'on ait :

1, siz>0;
F"(x)ﬁ{(), six <O.

On peut écrire, pour tout € > 0 et tout n > 0 tel que e —n >0 :

P{|X,|>e} =P{X, >e} +P{X, < —¢}
<P{X, >e—n}+P{X, < —¢}.

d’ou
P{‘Xn‘ > 5} <1- Fn(g - 77) + Fn(_g) — 0. D
THEOREME 5.4. — La convergence presque stre entraine la convergence
en probabilité.
Démonstration. — Ceci résulte immédiatement du Théoréme 4.2. []
Remarque 1. — La réciproque n’est pas exacte : une suite de variables

aléatoires peut converger vers 0 en probabilité sans converger vers 0 presque
stirement ; il peut méme arriver qu’aucune de ses réalisations ne converge
vers 0, comme le montre ’exemple suivant (dit de la “bosse glissante”).

Prenons pour 2 Uintervalle [0,1], pour 2 la tribu borélienne, pour P la
mesure de Lebesgue sur ([0,1],2) et considérons la suite a deux indices
d’applications de €2 dans R définies par :

X1 =15 Xor=1Ipn2; Xo2=1Inj2a;
Xav=1Ipa/a; Xs2 =1Inysazss Xss=Ipgas -

Les graphes des X, (n > 1,1 < k < n) sont des “bosses glissantes” qui
s’amincissent lorsque n tend vers l'infini. On peut renuméroter la suite a
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deux indices (X,x) selon l'ordre lexicographique de fagon a avoir une suite
(Y,,) a un indice. On voit que :

1) la suite (Y;,) ne converge en aucun point w € [0, 1];

2) la suite (Y},) converge en probabilité vers 0; en effet, pour tout ¢ de
I'intervalle ]0, 1] on a pour tout n > 1 et pour tout k tel que 1 < k < n la
relation P{|X,x| > ¢} = 1/n; d’ott P{|Y,| > €} tend vers 0, lorsque n tend
vers l'infini.

Remarque 2. — L’exemple de la bosse glissante fournit également un
exemple du fait suivant : la convergence en moyenne quadratique n’entraine
pas la convergence presque siure. En effet,

1) la suite (Y,,) ne converge en aucun point w de l'intervalle [0, 1];

2) on a pour tout n > 1 et tout k tel 1 < k < n la relation
E| |Xnk]2] =1/n, dou E| |Yn]2} tend vers 0, lorsque n tend vers l'infini; ce
qui montre que la suite (Y;,) (n > 1) converge vers 0 en moyenne quadratique
(et aussi en moyenne d’ordre 1).

6. Convergence en loi de variables aléatoires a valeurs entieres
et absolument continues

THEOREME 6.1. — Donnons-nous une suite (X,) (n > 1) de variables
aléatoires a valeurs dans 7Z et une variable aléatoire X a wvaleurs dans Z.
Notons (pn.k, k € Z) la loi de X,, (n > 1) et (ax, k € Z) la loi de X. Alors
les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

a) pour tout k € Z on a : lim ppp = oy ;
n—oo

b) X, £ x (n — o0) (convergence en loi).

Démonstration
a) = b) D’abord |pnk — ak| = pnk + @k — 2Ppk A ag; ot

Z Pk — | = an,k: + Zak - Qan,k N ag

keZ keZ keZ keZ
et, puisque (pn. k) et (ax) sont des lois de probabilité,

Z [Pne — o =2 — QZPn,k N Q.

keZ kEZ

Or 0 < pni Aar < ag, avec »_ ap = 1. De plus, pour tout k € Z la suite
kEZ
(pn,;€ A ay) tend vers oy, lorsque n tend vers l'infini. D’apres le théoréeme de

convergence dominée, il s’ensuit que Y pnx Aar — > ar =1, lorsque n

=y kEZ
tend vers l'infini., d’ott Y [ppx — x| — 0 (n — 00).
kEZ
Pour tout x réel, posons F,,(z) = Y pni, F(z) = > ai. Alors pour tout
x réel, on a : k<z keZ

|Fn(z) — F(z)] < Z [Pnk — | < Z [Pnk — k| — 0
k<z keZ
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lorsque n tend vers 'infini, c¢’est-a-dire X, 'S

b) = a) Désignons par F,, la fonction de répartition de X,, et par F
celle de X. Alors pour tout ¥k € Z on a : p,p = F,(k) — F,(k —1) —
F(k) — F(k — 1) = ag, lorsque n tend vers l'infini. On vérifie que > oy =
F(+00) — F(—o0) =1. [] keZ

Remarque. — Ce théoreme, joint au Théoreme 4.2 du chapitre 9, fournit
le critere suivant de convergence en loi d’une suite de variables aléatoires a
valeurs entieres positives.

CRITERE. — Soient (X,,) une suite de variables aléatoires d valeurs dans
N, de fonction génératrice G,, et X une variable aléatoire a valeurs dans N,
de fonction génératrice G. Si, pour tout u €]0,1[, on a lim G,(u) = G(u),

alors X,, = X (n — 00).

THEOREME 6.2 (théoréme de Scheffé). — Donnons-nous une suite (X,,)
(n > 1) de wvariables aléatoires absolument continues et X une variable
aléatoire absolument continue. Notons f, (resp. f) la densité de X,, (resp.
X) et py, (resp. ) sa loi. Supposons que pour presque tout x réel on ait :
fn(x) — f(x) lorsque n tend vers l'infini. Alors

a) Ifn—fllh = Jg!fu(x) = f(x)|de — 0, lorsque n tend vers linfini,
c’est-a-dire f, — f dans L'.

b) lim sup |un(B)— u(B)| =0, c’est-a-dire pu, — p en variation .
n—0 peRnt

c) Xn Lx (en loi).

Démonstration

a) D’abord [f, — f[ = fu + f —2fu A f, 01 fR|fn — fldz = f]andx"f‘
Jo fdx —2 [ fo A fdx. Puisque f, et f sont des densités de probabilité,
on en tire : | f, — fll; = 2 —2 5 fu A fdz. Or pour tout n > 1 on a
0 < fo A f < favec f intégrable et pour tout réel x on a la convergence :
(fu A f)(x) — f(x) presque partout, lorsque n tend vers l'infini. En vertu du
théoréme de convergence dominée, on en conclut : [, fuAfdx — [, fdr =1,
lorsque n tend vers I'infini. D’otu || f, — f||; — 0 lorsque n tend vers I'infini.

b) Pour tout B € B' on a : |up(B) — w(B)| = |[z(fn — f)dz| <
Sy lfn = f1 42 < Jy [fo — f1 dz, d0b Sup in(B) — p(B) < [ fo = fll,— 0
lorsque n tend vers l'infini. Bent

¢) Pour tout réel z, posons F,,(z) = un,(] — 00, x]) et F(x) = pu(] — o0, x)).
En appliquant b) & B =] — oo, z], on a, pour tout réel z, la convergence
|F(z) — F(z)| — 0 lorsque n tend vers l'infini, c’est-a-dire X, £.x. [

Remarque. — Le fait que X, Lox n’implique pas que pour tout réel x
on ait f,(x) — f(x) lorsque n tend vers l'infini.

Exemple. — Pour chaque n > 1, soit X,, une variable aléatoire de densité
fo() = {1 —cos(2mnz), sixe(0,1];

0, sinon.
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a) La suite (X,,),>1 converge en loi vers une variable aléatoire uni-
formément répartie sur [0, 1], admettant donc une densité, a savoir f(x) =

2
Iip11(x). En effet, pour tout x € [0, 1] ona/ fn(t)dt = sm(2 an), qui
tend vers x lorsque n tend vers l’mﬁm o

b) Or la suite (f,,(x)) ne converge pour aucune valeur de x €0, 1].

7. Convergences étroite et presque siire

7.1. Inverse d’une fonction de répartition. — Soit F la fonction de
répartition d’une loi de probabilité p sur R. Pour tout u €]0, 1] 'ensemble
{z : F(x) > u} est un intervalle de R, non borné, admettant un plus petit
élément. Si 'on note F~1(u) cet élément minimum, on a :

{z: F(z) >u} = [F~'(u),+o0][.

On définit de la sorte une application F'~1, croissante de ]0, 1[ dans R. Cette
application coincide avec 'inverse de F', lorsque F' applique bijectivement R
sur ]0, 1 (c’est-a-dire lorsque F' est continue et strictement croissante). Dans
le cas général, on 'appelle 1'inverse généralisée au sens de Paul Léuvy.

Il résulte de cette définition que, pour tout réel u €0, 1] et tout couple
(a,b) de réels tels que a < b, on a ’équivalence :

(7.1) F(a) <u<F(b) <= a<F (u)<b.

7.2. Construction d’une variable aléatoire de loi donnée. — Conservons
les mémes notations que dans la sous-section précédente.

THEOREME 7.1. — Considérons l’espace probabilisé (|0, 1[, B(]0, 1[),P),

ou P désigne la restriction de la mesure de Lebesgue a la tribu B(]0,1[). Alors
en tant que variable aléatoire réelle sur cet espace, lapplication F~' admet F
comme fonction de répartition, donc p comme loi.

Démonstration. — Pour tout réel z, la relation (7.1) implique :
P{F!'<z}=P{u:F'(u) <z} =P{u:u< F(z)} = F(z). []

7.3. Le théoréme de Skorohod

THEOREME 7.2 (Skorohod). — Soit (u,) une suite de lois de probabilité
sur R, qui converge étroitement vers une loi de probabilité p. On peut alors
définir, sur un méme espace probabilisé, une suite de variables aléatoires (X,,)
et une variable aléatoire X, telles que pour chaque n la variable X,, ait pour
loi i, et X ait pour loi u et telles que Uon ait : X, =5 X.

Démonstration. — Désignons par F;, la fonction de répartition de pu,,,
par F celle de u, et par C I’ensemble des points de continuité de F'. Désignons
enfin par F, ! l'inverse généralisée de F}, et par F~! celle de F. Associons
A, la variable aléatoire X,, = F, ! définie sur (]0,1[,B(]0,1[),\), ott A



218 CHAPITRE 16 : CONVERGENCES STOCHASTIQUES

désigne la mesure de Lebesgue, et & yu la variable aléatoire X = F~! définie
sur le méme espace.

Pour montrer que l'on a X, 25 x , il suffit de montrer que la suite
(F7(u)) converge vers F~1(u) en tout point u €]0,1[, o F~! est continue
(puisque le complémentaire de ’ensemble de ces points est de mesure de
Lebesgue nulle). Soit donc u €]0, 1] un tel point. Si a, b sont deux éléments

de C tels que
(7.2) a< F'(u) <o,

on peut trouver un point v tel que u < v < 1 et tel que I'on ait a < F~1(u) <
F~Y(v) < b, c’est-a-dire F(a) < u < v < F(b). Puisque a et b sont dans C,
on a, pour n assez grand, les inégalités F,(a) < u < F,(b), c’est-a-dire

(7.3) a < F;Hu) <b.
Les relations (7.2) et (7.3) suffisent pour conclure. []

Remarque 1. — Convenons de dire qu’une variable aléatoire X’ est
une version d’une variable aléatoire X, si X’ a méme loi que X. (Il n’est
naturellement pas nécessaire que X et X’ soient définis sur un méme espace
probabilisé.) Avec cette terminologie, le Théoréme 7.2 s’énonce ainsi :

FEtant donné une suite de variables aléatoires (X,,), qui converge en loi vers
une variable aléatoire X, il existe des versions X, X' de X,,, X, définies

N A p.s.
sur un méme espace probabilisé, telles que X — X'.

Remarque 2. — Voici un résultat, qui est une conséquence immédiate du
théoreme de Skorohod, dont la démonstration directe serait fastidieuse :

Supposons que X, L.X et soit g : R — R une fonction continue. Alors

goX,SrgoX.

8. La convergence en loi d’un point de vue fonctionnel. — Nous
nous proposons de donner une définition équivalente de la convergence en loi
faisant intervenir une classe de “fonctions test.” Une telle classe, notée H, est
formée de fonctions continues, bornées sur R, possédant la propriété suivante :

(D) Pour tout couple (a,b) de réels, avec a < b, il existe un élément f € H
tel que l'on ait : I)_ o) < f < [|_oo 3]

On pourra, par exemple, prendre pour H 'une quelconque des trois classes
suivantes :

a) la classe de toutes les fonctions continues bornées sur R;

b) la classe, plus restreinte, des fonctions lipschitziennes et bornées
sur R;

c) la classe, encore plus restreinte, des fonctions de la forme :

(b—w)+]7

xr—>1/\[ —

(a <Db).
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THEOREME 8.1. — Donnons-nous une suite (X,,) de variables aléatoires
réelles et une variable aléatoire X, non nécessairement définies sur un méme
espace probabilisé, et choisissons une classe H de fonctions continues, bornées
sur R, possédant la propriété (D). Alors les deux propriétés suivantes sont
équivalentes :

1) X, 55X ;
2) Pour tout f € H, on a : E[f o X,,] — E[f o X] (n — 00).

Démonstration

1) = 2) Grace au Théoreme 7.2, il existe des versions X/, X’ de X,,,
X, définies sur un méme espace probabilisé, telles que X/ converge vers X'
presque sirement. On voit alors que pour tout f € H la suite (f o X))
converge presque surement vers f o X’. Puisque f est bornée, il résulte du
théoréeme de convergence dominée que E[f o X|] — E[f o X']; la méme
relation a naturellement lieu pour X,,, X, de sorte qu’en définitive on a :
E[f o X,,] — E[f o X].

2) = 1) Désignons par F' la fonction de répartition de X et par F), celle
de X,. Soient x un point de continuité pour F' et § un réel strictement
positif. En vertu de la propriété (D), il existe deux éléments f, g de H
tels que [|_ o z—6] < f < [—0,2] < 9 < I)—o0,246]- On a alors, pour tout n,
foX, < Iix,<ay < goX, et par conséquent E[f o X,,] < F,(z) < Elgo X,,].
On en déduit, en faisant tendre n vers 'infini,

E[f o X] <liminf F,(x) < limsup F,(z) < E[g o X]

d’ou, a fortiori,
F(x —6) <liminf F,,(z) < limsup F,(z) < F(z 4 9).

n—oo n— 00

Il ne reste plus qu’a faire tendre § vers 0 pour obtenir la convergence de
(Fn(x)) vers F(z). []

Remarque. — On voit sans peine que le Théoreme 8.1 est encore valable
si, au lieu de supposer les fonctions de la classe H continues et bornées,
on suppose que chacune d’entre elles est borélienne, bornée et telle que
I’ensemble de ses points de discontinuité est négligeable pour la loi de X.

9. Le théoreme de Paul Lévy. — Nous avons rencontré au para-
graphe 6 de ce chapitre un critere de convergence en loi d'une suite de varia-
bles aléatoires a valeurs dans N, critere qui utilise les fonctions génératrices.
Dans le cas général, on dispose d’un critere analogue, ou les fonctions généra-
trices sont remplacées par les fonctions caractéristiques. Ce critere, dont la
démonstration est plus élaborée, porte le nom de théoreme de Paul Lévy.
Nous en donnons ci-apres une version dont la démonstration est due essen-
tiellement a Giorgio Letta.

THEOREME 9.1. — Donnons-nous une suite de variables aléatoires (X,,)
et une variable aléatoire X. Pour chaque entier n notons ., la loi de X,, et
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fin la transformée de Fourier de p,. De méme, désignons par p et i la loi
de X et la transformée de Fourier de p. St fi,, — f[i, au sens de la convergence

. c
sitmple, alors X,, — X.

Démonstration. — Elle repose sur deux lemmes. Le premier lemme est le
Lemme 7.2 du chapitre 13, utilisé pour démontrer que la fonction caractéris-
tique déterminait la mesure. Par commodité ici, appelons-le “Lemme 1.” Le
second lemme s’énonce comme suit.

LEMME 2. — Donnons-nous une suite (i) de mesures de probabilité
sur R, une mesure de probabilité . sur R et une densité de probabilité g sur R
vérifiant la propriété ancipitale du Lemme 1, a savoir qu’elle est aussi, a un
facteur pres, la fonction caractéristique d’une densité de probabilité sur R. Si
fn — [t au sens de la convergence simple, alors ., x g — @ * g étroitement.

Démonstration. — Désignons par h,, h les densités de p, * g, p * g,
respectivement. On a, d’apres le Lemme 1

ho(u) = C/Rei“xf(ac) fin(—x) dz.

Or, pour tout n, la fonction |/, | est majorée par 1 (qui est intégrable pour la
mesure f\) et fi, — [ au sens de la convergence simple. D’apres le théoreme
de convergence dominée (Théoréme 9.3 du chap. 10), on a donc

() — / e () p(—x) dir = h(u),

lorsque n tend vers l'infini. Il résulte alors du théoreme de Schefté 6.2 que
ln * g — @ * g étroitement. []

Revenons a présent a la démonstration du Théoreme 9.1.

1) Pour tout € > 0, on peut construire une variable aléatoire Z,
indépendante de la suite (X,,) et de X, admettant une densité g ayant la
propriété ancipitale et telle que E[|Z|] < e. (Par exemple, si Y est une
variable aléatoire de loi N(0,1), la variable aléatoire Z = €Y convient,
puisqu’une densité normale a la propriété ancipitale). Le Lemme 2 peut alors
s’écrire :

(9.1) Ve>0 Xo+Z-5X+7

2) Soit ‘H la classe des fonctions lipschitziennes bornées sur R. Nous
allons montrer que pour tout f dans H on a :

(9.2) E[f o X,,] — E[f o X].
En effet, soit f bornée lipschitzienne de constante [; alors

[ELf o Xn] = E[f o X)]| < |E[f 0 Xp] = E[f o (X0 + 2)]|
+ [E[f o (Xn + Z)] = E[f o (X + Z2)]| + |E[f o (X + Z)] = E[f o X]|
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Le fait que f est lipschitzienne de constante [ implique que le premier et le
troisieme terme du second membre sont majorés tous deux par [E[|Z]] < le.
Le deuxieme terme du second membre tend vers 0 lorsque n tend vers 'infini,
en vertu du Théoreme 8.1 et de (9.1). Puisque € > 0 est arbitraire, cela suffit
pour démontrer (9.2).

3) D’apres le Théoreme 8.1, la propriété que pour tout f € H on ait
E[foX,] — E[foX] est équivalente & X, £, X. Ceci achéve la démonstration
du Théoreme 9.1.

COROLLAIRE. — Soient p et v deuz lois de probabilité sur R. Si i = U,
alors . = v.

Démonstration. — Prenons la suite de terme général p, = p (n > 1);
alors la suite (fi,,) est constante et ji,, — i = 0. D’apres le Théoreme 9.1, la
suite () converge étroitement & la fois vers p et vers v, d’ou pu = v, d’apres
I'unicité de la convergence étroite. |[]

COMPLEMENTS ET EXERCICES

1. — Soit une suite de points aléatoires (M,, = (X,,Y},)) qui converge en
probabilité vers un point aléatoire M = (X,Y) (ceci entraine que X,, = X
et ¥, 2~ Y). Montrer directement que :

a) X, +Y, 5 X+Y; b)X,Y, XY,

2. — 1l n’est pas vrai en général que X, LLX et Y, Ly impliquent
X, +Y, £, X 4+ Y, mais on a le résultat suivant :

Soit une suite de points aléatoires (M,, = (X,,Y},)) telle que X, £ X et
Y, 250 (la variable X étant définie sur le méme espace probabilisé que les
Xp); alors

a) Xp+Y, 5 X; b)X,Y, 20, donc aussi X,,Y, - 0.
Il en résulte que si X, EiX et Y, e (c réel), alors
2) X, +Y, S5 X 4e; b)) XY, X,

3. (La convergence presque sire n’entraine pas la convergence en moyenne
quadratique). — Considérons une suite de variables aléatoires (X,,) de loi
Px, = (1—-1/n2)eo+(1/2n2)(e_,, +€4n). La suite (X,,) tend vers 0 presque
strement, mais non en moyenne quadratique.

4. — Soit (X,) (n > 1) une suite de variables aléatoires presque

stirement bornées. Montrer que si X, RN , alors pour tout r > 0 on a
E[|Xn—X]T} — 0.
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5. — Pour tout entier n > 0 et tout nombre p tel que 0 < p < 1,
on pose B(n,p; k) = (Z)pkqn_k. Montrer que si n tend vers +o0o et p tend
vers 0 de sorte que np = A\ reste constant, alors, pour tout £ > 0, on a
B(n,p;k) — w(k;\) = e *M¥/k!. Si donc pour chaque entier n la variable
X, est une variable binomiale de parametres p = A/n, n, alors la suite (X,,)
converge en loi vers une variable aléatoire de Poisson de parametre .

6. — Solent X une variable aléatoire centrée et € un nombre strictement
positif.
a) On pose : g(¢) = E[eX]. Etablir I'inégalité :

t + Logg(e)

P{XZ
5

} <et pour t > 0.

b) On pose g*(e) = E[e~=X]. Etablir I'inégalité :

t+ Logg*
P{Xg—w} ge_t, pour t > 0.
£
7. — Soit (X,,) (n > 1) une suite de variables aléatoires du second ordre

vérifiant > -, E[X?2] < +oco. Montrer que

a) X, — 0 presque stirement ;

b) X,, — 0 en moyenne quadratique.
Ceci montre que si une suite de variables aléatoires vérifie la Proposition
4.2 (deuxiéme critére de convergence presque stre) pour r = 2, alors elle
converge aussi en moyenne quadratique.

8. — Soit (X,) (n > 1) une suite de variables aléatoires du second ordre.
Posons E[X,] = pu,, Var X,, = 02 et supposons que |u,| — +o0o et que
02/ |un| = O(1). Montrer qu’alors X, /i, — 1 en moyenne quadratique,
donc aussi en probabilité.

9. — Soit (X,) (n > 1) une suite de variables aléatoires décroissante.
Montrer que si X, 2, 0, alors X, 220,

10. — Prenons pour espace probabilisé ([0, 1], B, \), o A\ désigne la
mesure de Lebesgue sur [0, 1]. On consideére la suite (X,,) (n > 1) des variables
aléatoires définies sur cet espace par :

Xn(x):{l/ﬁ’ si0<z<1/n;

0, sil/n<z<I1.

Montrer que X,, —— 0, mais que X,, ne tend pas vers 0 en moyenne quadra-
tique. (Voir aussi exercice 17.)
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11. — Soit (X,) (n > 1) une suite de variables aléatoires; posons

1 n
Y, = — Z Xi (n>1).De X, ., 0, on ne peut déduire Y;, -2 0. Autrement
n

k=1
dit, le théoreme de Césaro n’est pas vrai pour la convergence en probabilité;

en revanche, il I’est pour la convergence presque siire.
[Prendre pour loi de X, la loi (1/n)e, + (1 —1/n)eo (n > 1) et supposer les
X, indépendantes.

12. — Soient U une variable aléatoire uniformément répartie sur [0, 1] et
(Uy) (n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes ayant chacune
la méme loi que U. Soit d’autre part Y une variable aléatoire exponentielle
de parametre 1. Pour tout n > 1, on pose Z,, = n min(Uy,...,U,). Montrer

que Z, Ly,

13. — Soit X une variable aléatoire exponentielle de parametre A > 0.
Déterminer la loi de la variable aléatoire e *¥X.
14. — On désigne par (X,,) (n > 1) une suite de variables aléatoires

indépendantes, toutes exponentielles de méme parametre A > 0. Déterminer
les limites en loi des suites de terme général :

a) A, =n min(e X1, ... e Mn),
b) B, =n* min(e= X1, ... e Xn);
¢) Cp =n""* max(eX1,... eXn);

d) D, = max(Xy,...,X,) — Logn, lorsque le parametre A vaut 1.
[Utiliser les exercices 12 et 13.]

15. — Soient X une variable aléatoire & valeurs dans [0,+oo[ et (X))
(n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes, admettant toutes
meéme loi que X. Montrer que

a) si P{X > z} = o(1/x) lorsque = tend vers linfini, alors Z, =
1
—max(Xl,...,Xn)AO;

n
b) si P{X > 2} ~ a/2” lorsque z tend vers 'infini, avec a, A > 0, alors

1 c
Zn = mIﬂ&X(Xl,...,Xn) —>Y7

ol Y est une variable aléatoire de Fréchet, dont la fonction de répartition,
-

pour z > 0, est donnée par P{Y <z} ="

16. — Reprenons les notations de I’Exercice 15, mais supposons X a
valeurs dans R et de loi symétrique. Alors les affirmations a) et b) de
I’Exercice 15 sont encore valables. Nous le montrons pour b) :

Pour x < 0, on a P{Z,, <z} = (P{X < nl/’\x})n, qui est égal, puisque
L(X) est symétrique, & (P{X > n/*z|})" ~ (ﬁ) ; qui tend vers 0
n(|z

lorsque n tend vers I'infini.
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Pour z > 0, on a P{Z, < z} = (P{X < n'?z})" = (1 -P{X >

a n _
nt A = (1 - — + o(l/n)) , une expression qui tend vers e=®%
n

lorsque n tend vers 'infini.

Pour a) on peut prendre comme exemple pour £(X) la premiere loi de
Laplace, ou bien N'(0,1) et pour b) la loi de Cauchy C(0,1) avec @ = 1/7 et
A=1.

17. (E. Khalili). — On conserve les mémes hypotheses que dans ’exer-
cice 10 au sujet de la suite des variables aléatoires (X,,).
a) Calculer explicitement la fonction de répartition F,, de X, et en
déduire X, 0.
b) Montrer que X,, 2% 0.
Les indications données ci-apres tiennent lieu de solution. Pour évaluer F,, (y),

distinguer les quatre cas : y < 0, y =0, 0 < y < \/n, v/n < y. On obtient :
Fn(y):(),l—%, 1—%ou1—y—12,selonquey<0,y20,0<y§\/ﬁou
v/n < y. On a donc lim,, F,,(y) = 0 pour y < 0 et lim,, F,,(y) = 1 pour y > 0.

Pour b) il suffit de remarquer que pour 0 < x < 1, on a X, (z) — 0,
lorsque n tend vers 'infini et que A{]0,1] } = 1.

18. — Soit (X,) (n > 0) une suite de variables aléatoires absolument
continues, de support R, la densité de X,, étant donnée par

n/2m, six=0;
n\T) = 1-—
fle) = Lmeston)
nmwr

1) Vérifier que pour tout n > 1 la fonction f,, est une densité de
probabilité.
2) On pose F(z) = [ f,(t)dt. Montrer que

0, six <O0;
lim Fn(m):{l/2, siz=0;
neee 1, siz>0;

1 [1°° /sinty?2
c’est-a-dire que X, £.0. (On rappelle que — / (%) dt =1.)

™ — 00
400, siz=0;
0, six #0;
et la limite en loi de la suite (X,,) n’est pas absolument continue.

Remarque 1. — La suite (f,,) vérifie lim f,(z) = {

Remarque 2. — La loi de X,, admet pour fonction caractéristique ¢, (t) =

t
( _ ’_|>][_n’+n] (t). C’est une loi triangulaire de Khintchine.
n



CHAPITRE 17
LOIS DES GRANDS NOMBRES

A Torigine du calcul des probabilités se trouve le désir de fournir des
modeles a certains faits expérimentaux que 1’on appelait confusément «lois
empiriques du hasard) et qui se manifestent par une étonnante stabilité
des fréquences d’un évenement quand on donne a celui-ci un grand nombre
d’occasions de se produire. Ainsi, par exemple, on s’est apercu il y a fort long-
temps qu’en lancant un grand nombre de fois une piece de monnaie parfaite,
la fréquence d’apparition de «pile» se stabilise autour de la valeur %, valeur
qu’on était tenté de définir comme la « probabilité» d’apparition de «pile .

C’est J. Bernoulli (Ars Conjectandi, 1713) qui, le premier, a fourni
un modele rendant compte de ce phénomene; il a introduit un mode de
convergence proche de la convergence en probabilité et il a montré que la suite
des fréquences d’apparition de « pile» converge, selon ce mode, vers la valeur
%, la probabilité théorique d’apparition de « pile ». Les arguments de Bernoulli
sont de nature combinatoire et fort compliqués. Ils ont été considérablement
simplifiés par Tchebychev, grace a 'inégalité qui porte son nom et que lui-
méme a introduite a cette occasion. Le probleme étudié par J. Bernoulli a
été considérablement généralisé et a donné naissance aux différentes versions
de la lov des grands nombres.

Soit (X,) (n > 1) une suite de variables aléatoires réelles centrées. On
cherche des conditions suffisantes pour que la suite de variables aléatoires

(5n) e

converge vers 0 au sens de I'un des types de convergence introduits au chapitre
16. Seules les convergences en probabilité et presque stre ont fait ’'objet d’'une
étude systématique. On parle respectivement de loi faible et de loi forte des
grands nombres.

Définition. — La suite (X,,) (n > 1) satisfait la loi faible des grands
nombres si la suite de terme général % > r_y Xj converge vers 0 en probabilité.
La suite (X,) (n > 1) satisfait la loi forte des grands nombres si la suite de
terme général % > p_1 X converge vers 0 presque sirement.

1. La loi faible des grands nombres. — 1l existe plusieurs conditions
suffisantes pour qu’une suite de variables aléatoires (X,,) (n > 1) satisfasse
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la loi faible des grands nombres. Voici quelques énoncés, ot I'on convient de
poser pour tout n > 1 :

(1.1) Sn=> X, Y= S,

THEOREME 1.1 (Loi faible des grands nombres dans L? pour variables
aléatoires deux a deux non corrélées). — Soit (X,,) (n > 1) une suite de
variables aléatoires de L?, deur & deux mon corrélées, centrées. Pour tout
n > 1 on pose Var X,, = 02 < 4o0. Si (1/n?)Y ;_, 0% tend vers 0 lorsque
n tend vers linfini, alors Y, tend vers 0 dans L?, d’ot aussi Y, — 0 en
probabilité.

Démonstration. — Puisque les X, sont deux a deux non corrélées, on a,
pour tout n > 1

1 1 —
21 _ _ _ 2
E[Y?] = VarY,, = ~ Var S,, = — ;_lak,

d’ott E[Y,?] — 0 lorsque n tend vers I'infini, c’est-a-dire Y;, — 0 dans L2. La
convergence en probabilité de Y,, vers 0 s’en déduit immédiatement en vertu
de I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev. []

Remarques. — Le Théoreme 1.1 est naturellement valable si les variables
aléatoires X,, sont indépendantes ou simplement indépendantes deux a deuz.

APPLICATION 1.2. — Soit (X,,) (n > 1) une suite de variables aléatoires
de L? deux a deux mon corrélées. Pour tout n > 1 posons E[X,] = u,
et supposons que la suite de terme général %22:1 wr tend vers p et que
(1/n?) "7 _, 0% tend wers 0, lorsque n tend wvers linfini. Alors la suite
(230 1 Xx) tend vers p dans L?, donc aussi en probabilité.

Démonstration. — Appliquons le Théoreme 1.1 a la suite (X, — pn)
(n > 1) de variables aléatoires centrées; on a :

—ZXk—Mk ZX]C__Z/“’LIC_)O

dans L?, donc en probabilité. Le résultat en découle. |[]

Le théoreme suivant concernant des suites de variables identiquement
distribuées est un corollaire du Théoreme 1.1.

THEOREME 1.3 (Loi faible des grands nombres dans L? pour les variables
aléatoires deux a deux non corrélées, identiquement distribuées). —  Soit
(X,,) (n > 1) une suite de variables aléatoires de L?, centrées, deuz a deux
non corrélées et identiquement distribuées. Alors Y, — 0 dans L?, d’ot aussi
Y., — 0 en probabilité.
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Démonstration. — Pour tout n > 1 posons Var X,, = 0,% = 0?2 < 4o0.
Alors
Il &<, o2
— o, =——0;
n2 I; ™ ’

d’oti le résultat en vertu du Théoréme 1.1. []

Remarque 1. — Le Théoreme 1.3 est naturellement valable si les variables
aléatoires X,, sont indépendantes ou seulement indépendantes deuzr a deu.

Remarque 2. — La suite de terme général E[Y,?] tend vers 0 en décroissant;
en effet, E[Y,?] = 02/n | 0.

APPLICATION 1.4. — Soit (X,,) (n > 1) une suite de variables aléatoires
de L?, deuzx a deuzx non corrélées, identiquement distribuées. Désignons par
u lespérance mathématique commune des X,, ; alors %zzzl X} tend vers
dans L?, donc aussi en probabilité.

Démonstration. — Appliquons le Théoréme 1.3 a la suite (X, —pu) (n > 1)
de variables aléatoires centrées; il vient

1 — 1 —
—E (Xk:_,u):_E Xk —p—0
n n

dans L?, donc aussi en probabilité. []

APPLICATION 1.5. — Soit (X,,) (n > 1) une suite de variables aléatoires
indépendantes, identiquement distribuées de loi commune pey 4+ qeo (0 < p <
1, p+q =1). Alors % ZZ:1 X}, tend vers p dans L?, donc aussi en probabilité.

C’est I’exemple classique du jeu de «pile» ou «face», du a Bernoulli.

Nous venons de voir que si les variables aléatoires sont de L?, la démons-
tration de la loi faible des grands nombres (Théoréemes 1.1 et 1.3) est parti-
culierement simple. En fait, on peut s’affranchir de cette hypothese et suppo-
ser que les variables aléatoires sont seulement de L', pourvu qu’elles soient, en
outre, indépendantes deux a deux et identiquement distribuées. La démons-
tration de la loi faible des grands nombres dans ce cas est plus élaborée et
fait appel a des techniques de troncature et de centrage, comme nous allons
le voir.

THEOREME 1.6 (Loi faible des grands nombres dans L' pour variables
aléatoires indépendantes deux a deux, identiquement distribuées). — Soit
(X,) (n > 1) une suite de variables aléatoires de L', centrées, indépendantes
deux & deux et identiquement distribuées. En utilisant les notations (1.1), on
a alors : Y, — 0 dans L', donc aussi Y, — 0 en probabilité.

Démonstration. — Siles X, étaient dans L?, le théoréme serait démontré,
car, d’apres le Théoreme 1.3, on aurait ¥;, — 0 dans L?, donc dans L!. L’idée
de la démonstration est de se ramener au cas de L? par des techniques de
troncature et de centrage. Nous avons besoin du lemme suivant.
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LEMME 1.7. — Pour tout € > 0 il existe une fonction f borélienne et
bornée sur R, telle que f o Xy soit centrée et vérifie la relation

[ X1 — foXill; <e.
En outre, f ne dépend que de la loi de X;.
Démonstration du lemme

a) Donnons-nous ¢ > 0; puisque X7 est dans L', on peut choisir ¢ > 0

assez grand pour que la fonction
B oz, osix| <e;
9(x) = T ljc ta = {O, sinon ;
vérifie
1 -go Xl = [ ol du(e) <=
{lz[>c}

b) La fonction g ne convient pas nécessairement, puisque go X n’est pas
nécessairement centrée; pour réaliser la condition de centrage, on introduit
la fonction

f(z) =g(z) —m, oum =E[go Xy],
c’est-a-dire
f@) =2l ora@) ~ [ wdula).
[—c,+¢]

c) La fonction f convient pour ¢ assez grand; en effet, f o X; est
centrée par construction; pour voir qu'elle vérifie || X7 — fo X;]|; < &, on
opere comme suit. On choisit ¢ tel que || X1 — g o X1||; < €; ceci est possible
d’apres a). On a alors, puisque X; est centrée, les relations

im| = |E[X1] = m| = [E[X1] = E[go Xi]| < | X1 —go Xu|; <e.
d’ou, en définitive,
X1 = foXull, X1 —goXal, +|m| <2 []

Revenons a la démonstration du Théoréme 1.6. Posons X/ = f o X,
Sl =X{+---4+X] et Y] = X/ /n. Les variables aléatoires X/ sont centrées,
indépendantes deux a deux et identiquement distribuées. Elles sont, de plus,
bornées, donc dans L?. 1l résulte alors du Théoreme 1.3 que Y,) — 0 dans
L?, donc dans L'. D’autre part,

1 n
¥ = Yilly < = D7 11Xk = Xl
k=1

Or, pour tout k = 1,...,n, expression || X, — X |, ne dépend que de la loi
commune des X, ; toutes ces quantités sont donc égales, d’ou

Vo = Yyll; < 1 X1 = Xill; <e.
Enfin, on a
1Yally < 1Yo = Yol + 1Y,

d’oli, pour n assez grand, ||Y,|; < 2¢; ainsi la suite de terme général
1Y, ll, = E[|Y,]] converge bien vers 0 lorsque n tend vers l'infini. []
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Remarque 1. — Le Théoreme 1.6 est naturellement valable si les variables
aléatoires X, sont indépendantes.

Remarque 2. — Dans le cas ou les variables aléatoires X,, sont indépen-
dantes, la suite de terme général E[ |Y,| | = ||Y, ||, tend vers 0 en décroissant.

Cette remarque se démontre comme suit. On a :

Xn
Yn—l = r Yn - )
n—1 n—1
d’ou
n 1
ElYn-1]|Y, =——Y,— —E[X, | Y,]
n—1 n—1
Or E[X; | Y,] = -+ = E[X,, | Ya.], puisque les variables aléatoires X7, ...,

X,, sont indépendantes et identiquement distribuées; d’ou

Y, =E[Y, | Y,] = %(E[Xl | Vo) + -+ E[X, | Y,]) = E[X,, | V).

Il en résulte que
n 1

E[Ynfl | Yn] =—Y,— ——Y, =Yy,
n—1 n—1
d’ou
Y, | < E“Yn_l] | Yn}.
En prenant I'espérance mathématique des deux cotés, il vient

E[|Y,|] <E[|Ynual]. [

2. La loi forte des grands nombres. — Nous commencons par donner
un énoncé de la loi forte des grands nombres pour les variables aléatoires de
L?. (On peut trouver sa démonstration dans I'ouvrage de Fourgeaud-Fuchs

(op. cit.).)
THEOREME 2.1 (Loi forte des grands nombres pour les variables aléatoires
de L?). — Soit (X,,) (n > 1) une suite de variables aléatoires de L?, centrées

et indépendantes. Pour tout n > 1, on pose Var X,, = 02 < 400 et, comme
précédemment

(2.1) Sp=> Xp, Ypo="" (n2>1).
k=1

Sila série’y, <, 02 /n? est convergente, alors la suite (Y,,) tend vers 0 presque
sturement.

THEOREME 2.2 (Rajchman). — Soit (X,,) (n > 1) une suite de variables
aléatoires de L?, centrées et indépendantes. Pour tout m > 1, on pose
Var X,, = 02 et on reprend les notations (2.1) ci-dessus. Si sup, 02 < +o0,
alors

a) Y, — 0 presque surement.
b) Y,, — 0 dans L?.
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Démonstration

a) Posons 02 = sup,, 02

[+

1
< +oo; alors ) <0® ) — <oo;dou
n>1 "N n>11
Y,, — 0 presque stirement, d’apres le Théoreme 2.1.
1 n
b) Ona:E[Y?] =Vary, = = > 0} <
d’apres le Théoreme 1.1, [] k=1

[\V]

2

gz, 0; d’ot1 Y;, — 0 dans L?,
n

Remarque 1. — Rajchman a établi les mémes conclusions en remplacant
«indépendantes» par «deux a deux non corrélées ).

Remarque 2. — 1l en résulte que, dans I’énoncé du théoreme de Bernoulli,
on peut remplacer la convergence en probabilité par la convergence presque
sure (E. Borel).

THEOREME 2.3 (Loi forte des grands nombres pour variables aléatoires
de L' (Kolmogorov)). — Soit (X,,) (n > 1) une suite de variables aléatoires

de L', centrées, indépendantes et identiquement distribuées. Utilisant les
notations (2.1) ci-dessus, on a : Y, — 0 presque surement.

Démonstration (L. Pratelli, non publié).

a) On sait (Théoréme 4.2 du chap. 16) que la propriété Y, 2%, 0 équivaut
a I’énoncé :

pour tout € > 0, OnaP{SUp |Yk| >€} —0 (m — 00).
k>m

b) Démontrons le lemme suivant.

LEMME 2.4. — Pour tout m > 1, tout e >0 on a :

€P{SUP Y| > 5} < |[Yanlly
k>m

c’est-a-dire que si Yy, — 0 dans L', alors Y,, — 0 presque sirement.
c) Le résultat découle de a) et b) et du Théoreme 1.6 (loi faible des
grands nombres dans L1).

Démonstration du lemme. — On va démontrer ’énoncé suivant (équiva-
lent au lemme) : Pour tout couple d’entiers (m,n) tel que 1 < m <n et tout
e>0ona:

eP{ sup Vil > e} <[Vl
m<k<n

Introduisons ’ensemble T;, = sup{k : 1 < k < n, |Yix| > ¢} (avec la
convention sup () = —o00) et posons A = {sup,, <<, |Yx| > ¢ }. Alors

A={T,>m}= > {T,=k} et eP(A)=e > P{T, =k}

m<k<n m<k<n
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Or, par définition de T,,, on a, pour tout k tel que m < k < n les relations :

eP{T, =k} < / |Yi| dP = / Y. dP + / (=Yy)dP
{T,=k} {Tn=k, Y, >0} {Tn=k,Y<0}

=B+ C.
Calculons séparément B et C'. D’abord

X, dP.
kZ/T Lk Yes0)

Or, puisque les X, sont indépendantes et identiquement distribuées, toutes
les intégrales du second membre sont égales. Ce second membre est donc
aussi égal a la moyenne arithmétique de £ nombres tous égaux a l'intégrale
f{Tn:k, v, >0y X1 dP. Cest donc aussi la moyenne arithmétique de m (m < k)
nombres tous égaux a cette quantité. Par conséquent,

1 m
=—Z/ deP:/ Y,, dP.
m =3 HTu=Fk, Yi>0} (T =k, Y3, >0}

On opere de facon analogue pour C' et 'on obtient :

C = / (=Y,,) dP.
{T=k, Y, <0}

eP{T, =k} <B+C = / Y| dP;
Tn=k}

Finalement

d’ou, en sommant sur k,

< 30 [ Wl dP B = Yl 0

m<k<n

COROLLAIRE 2.5. — Soit (X,,) (n > 1) une suite de variables aléatoires
de L', indépendantes et identiquement distribuées. Alors

- 33

Ce corollaire admet une réciproque; cf. Exercice 3.
3. Les lemmes de Borel-Cantelli

LEMME 3.1 (Borel-Cantelli). — Soit (A,) (n > 1) une suite d’événe-
ments; posons A* = limsup,, A,.
a) Si Y. -, P(A,) < 400, alors P(A*) = 0. Autrement dit, avec une
probabilité égale a 1, au plus un nombre fini d’événements A,, se réalisent.
b) Supposons les événements A,, indépendants deuzr a deux.
Si Y .~1 P(An) = 400, alors P(A*) = 1. Autrement dit, avec une probabilité
égale a 1, une infinité d’événements A, se réalisent.
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Démonstration.

a) On a A* = (51 Up>, Ak, d’ol, pour tout n > 1, P(A*) <
P(Upsn Ak) < > ps,, P(A). Le dernier membre étant le reste d’ordre n d’une
série convergente, tend vers 0 lorsque n tend vers I'infini; d’ot P(A4*) = 0.

b) Posons S,, = 14, +---+ 4, . Par hypothese, on a :

E[S,] =Y E[la,] = P(Ax) T +oc.
k=1 k=1
Puisque les A,, sont indépendants deux a deux, on a également :
VarS, =Y Varlsy, <> E[I3]=) E[l,]=E[S].
k=1 k=1 k=1

En posant T, = S,,/E[S,], il vient
Var S, < 1

E[(T,, — 1) = VarT,, = ES.E S B,

expression qui tend vers 0 lorsque n tend vers I'infini. Ainsi 7,, — 1 — 0 dans
L?, donc en probabilité; d’ou T, — 1 en probabilité.

On peut donc extraire de la suite (7;,) une suite partielle (7}, ) telle que
T,, — 1 presque sirement, lorsque k tend vers l'infini. Comme I’hypothese
Y n>1 P(An) = 400 est équivalente a E[S,,,] T 400 (k — +00), il en résulte
que Sp, 1 +oo (k — +o00) presque sirement, propriété qui équivaut a

P(A*) =1. ]

Remarque. — La réciproque de a) n’est pas vraie. Pour le voir, prenons
pour espace probabilisé (2,2, P), ou Q@ = [0,1], ou A est I’ensemble des
boréliens de [0,1] et ou P est la mesure de Lebesgue sur [0, 1]. Considérons
la suite d’évenements (A, = [0,1/n]) (n > 1). On vérifie que cette suite est
décroissante, donc A* = (] A4, = {0} et P(A*) =0, alors que

n>1
ZP(A”) = Z L +00.
n>1 n>1 n

L’hypothese d’'indépendance dans b) est donc essentielle.

Application. — Considérons une suite de parties indépendantes de «pile »
ou «facey, la probabilité d’apparition de «pile» en une partie étant p
(0 < p < 1). Soit A un mot de longueur [ > 1, c’est-a-dire une suite de [
termes dont chacun est soit « pile », soit « face ». Désignons par A; ’événement
consistant en le fait que le mot A se réalise dans les [ premieres parties, par
Ay ’évenement consistant en le fait que le mot A se réalise dans les [ parties
suivantes, etc. Les évenements A1, Ao, ... sont indépendants et pour tout
n > 1on a P(4,) = P(41) > 0, dou ), -, P(4,) = +oo. Il résulte du
lemme (partie b)) qu’avec une probabilité égale & 1, le mot A se réalise une
infinité de fois au cours du jeu. Un argument analogue montre que si un singe
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dactylographe tape «au hasard» sur une machine a écrire, alors, avec une
probabilité égale a 1, tout texte, de quelque longueur que ce soit, se réalise
une infinité de fois au cours de la frappe.!

Le lemme de Borel-Cantelli a pour conséquence le théoreme suivant.

THEOREME 3.2 (Loi (0,1) de E. Borel). — Soient (A,,) (n > 1) une suite
d’évenements indépendants deuz a deux et A* ’événement A* = limsup,, 4,,.
Alors P(A*) ne peut prendre que la valeur 0 ou 1, et ceci selon que la série
de terme général P(A,,) est convergente ou divergente.

Ce théoréme est un premier exemple de la célebre loi (0, 1) de Kolmogorov,
qui affirme que certains éveénements («terminaux)) ne peuvent admettre
pour probabilité que 0 ou 1.

Comme illustration de ce théoreme, montrons que si (X,,) (n > 1) est une
suite de variables aléatoires indépendantes telle que la suite (Y,,) (n > 1),

n

avec Y, = % > X, converge presque sirement vers une limite Y, alors
k=1

Y est presque stirement constante. Pour le voir, remarquons tout d’abord

que, pout tout k£ > 1, le systeme (Xi,...,Xx) est indépendant de ¥V =
lim, (X 1+ -4+X,,)/n = lim, (Xg+1+ - -+Xg+n)/n, donc Yy est indépendante
de Y. Pour tout x réel 1’évenement {Y; < x} est donc indépendant de
{Y < z}. (L’événement {Y < z} est bien un événement «terminaly.) On
a alors P({Y, <z} N{Y <z}) =P{Y; < z}P{Y <z} pour tout = réel. En
faisant tendre k vers I'infini, on en déduit P{Y < z} = (P{Y < z})? et donc
P{Y <z} = 0 ou 1 pour tout . Comme 'application x — P{Y < x} est
une fonction de répartition, elle est nécessairement égale a 1’échelon-unité.
Ainsi Y = constante. []

COMPLEMENTS ET EXERCICES

1. — Soit (X,,) (n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes,
de méme loi, de L?. On pose m = E[X;], 0? = Var X;. Pour tout entier
n > 2, on définit les variables aléatoires :

Y, = %ZXk Z, = D (X = Yn)?
k=1 k

a) Calculer E[Z,,].
b) Montrer que Z, 22 0?2, lorsque n tend vers l'infini.

I Borel (Emile). — Le hasard. — Paris, Librairie Félix Alcan, 1938.
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2. — On se place dans les hypotheses du Théoreme 1.6, mais on suppose,
en plus, que les variables aléatoires X,, sont indépendantes et non seulement
indépendantes deux a deux. Montrer directement, en utilisant les fonctions
caractéristiques, que Y, 0.

3. — Soit (X,) (n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes,

identiquement distribuées. On suppose que Y,, = (1/n) Z X 25y,
Démontrer les propriétés suivantes :
a) >, P{Xn|=n} <+oo;
n>1
b) les X,, sont intégrables;
¢) Y = constante presque strement.

4. — Soit (X,) (n > 1) une suite de variables aléatoires. On pose

S, = X1+ -+ X,,. Montrer que si Sn/\/ﬁid/, alors S, /n 2,0, c’est-a-
dire la suite (X,,) (n > 1) vérifie la loi faible des grands nombres.

5. — Le modele de «pile» ou «face» de Bernoulli fournit une démonstra-
tion remarquable, due a Bernstein, du théoreme d’approximation de Weiers-
trass, qui affirme qu’une fonction continue sur un intervalle borné peut étre
approchée par des polynomes, et ceci uniformément sur cet intervalle.

Soit (X,) (n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes,
identiquement distribuées, de loi commune pe; +qep (0<p <1, p+q=1).

On pose Y, = (1/n) 3 Xy ; le théoreme de Bernoulli affirme que Y, - p.
k=1

Soit h : [0,1] — R une fonction continue, donc bornée. Montrons que
E[hoY,] — h(p) (n — o0) et ceci uniformément en p € [0, 1].

Démonstration. — Pour tout 6 > 0, en désignant par p la loi de Y,
on a l’évaluation : |[E[hoY, —h(p)]| < E[|hoY, —h(p)|] = A + B, ou
A= [0 yeny @) = h(p) due) et B= [, h(@) — h(p)| du(a).

La fonction h, continue sur [0, 1], est uniformément continue : quel que
soit € > 0, il existe d(¢) > 0 tel que |x — p| < § entraine |h(z) — h(p)| < e.
Dela, A <e.

Fixons e, donc §. Soit M une borne supérieure de |h| sur [0,1]. On
a: B < 2Mf{|x7p|>5} du(z) = 2MP{|Y,, —p| > d}, une quantité qui
d’aprés I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev est majorée par 2M VarY,, /6% <
2M pq/(nd?) < 2M/(né?). La derniere quantité est indépendante de p et tend
vers 0 lorsque n tend vers l'infini. Il en est de méme de B et ceci uniformément
en p.

Il en résulte que E[h o Y, ] tend, uniformément en p, vers h(p), lorsque
n tend vers U'infini. Or Y,, = S,,/n et L(S,) = B(n,p). De la, E[ho Y, ] =

> h(k/n)(3)p*(1 —p)"~* tend, uniformément en p € [0, 1], vers h(p). C'est
k=0
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I’énoncé du théoreme de Weierstrass. De plus, les polynomes approchants
sont explicités. On les appelle les polynomes de Bernstein. ||

6. — Considérons la boule B, (0,R) de R™ (n > 1), de centre 0 et de
rayon R > 0. Son volume est donné par V,,(R) = 7"/2R"/T'(1 + n/2) (cf
Exercice 12, chap. 14). Projetons ce volume sur I'un des axes de coordonnées
(que nous prendrons comme axe des z); on obtient une distribution de
masses sur R, qui admet une densité g, (z, R), que I’on norme pour avoir une
densité de probabilité : f,(x, R) = gn(z, R)/Vy(R). Prenons R = y/n; il est
remarquable de constater que la suite des densités de probabilité f,(z,/n)
converge ponctuellement, lorsque n tend vers l'infini, vers la densité de la loi
normale N(0,1); autrement dit, pour tout x réel, on a :

1 —z2/2
fo(z,v/n) — \/%e (n — o0).

7. — Soit (u,) (n > 1) une suite de nombres réels tels que pour tout

n > 1on ait 0 < u, < 1; soit (X,,) (n > 1) une suite de variables
aléatoires indépendantes telles que pour tout n > 1 la loi de X, soit la
loi : upeq sy, + (1 — up)eo. Alors

1) Pour tout n > 1 on a E[X,| = 1.

2) X, -0 si et seulement si u,, — 0.

3) X, 25,0 si et seulement si > Uy < F00.

n>1

On note que si (u,) (n > 1) est une suite telle que la série de terme

général u,, est convergente, il résulte de 3) et du théoreme de Césaro que

X4+ X o
Pon a =1 ot A 2240 et pourtant pour tout n > 1 on a E[X,,] = 1.
n







CHAPITRE 18
LE ROLE CENTRAL DE LA LOI NORMALE;
LE THEOREME «CENTRAL LIMIT

Le théoreme «central limit)» donne des conditions suffisantes dans les-
quelles une somme finie de variables aléatoires réelles convenablement nor-
malisée suit approximativement une loi normale. Comme décrit dans 'apercu
historique reproduit ci-apres, la mise en place de ce théoreme apparait des le
dix-neuvieme siecle avec Gauss et Laplace, mais il faut attendre le vingtieme
siecle pour que les criteres d’application soient explicités.

1. Apercu historique. — La loi normale est associée aux noms presti-
gieux de Gauss et de Laplace; ces mathématiciens ont tous deux introduit
cette loi, mais leurs approches étaient fondamentalement différentes.

L’approche de Gauss. — La loi normale a été introduite par Gauss a pro-
pos d’un probléme d’estimation de parametre.! Soit § une quantité (incon-
nue) dont n observations indépendantes ont fourni les n approximations z1,

., Tn. Gauss se propose d’estimer 6 a partir des seules valeurs observées
L1y oevy Ty

a) Une premiere estimation de 6 est fournie par la méthode des moindres
carrés; elle consiste a prendre pour estimation de 6 la valeur 6 qui réalise
le minimum de la fonction 6 — > 7 (zx — #)?; on a immédiatement
=1+ +x,)/n="1.

b) Gauss propose une autre méthode, qui, dans le langage actuel, est
connue sous le nom de méthode du mazximum de vraisemblance. Il introduit
une fonction f(z) qui représente la (densité de) probabilité de l'erreur x
commise lors d’une observation; il fait sur f les hypotheses (H) suivantes :

f>0, fjocff(x)dxz 1;

f est paire (i.e. on commet aussi souvent une erreur positive qu’'une
erreur négative);

f(x) est décroissante lorsque |x| — 400 (i.e. on commet moins souvent
de grandes erreurs que des petites).

Les erreurs afférentes aux valeurs observées x1, ..., x, de 6 sont x; — 0,
., T, — 0, de sorte que la (densité de) probabilité pour que ces erreurs

L Gauss (C.F.). — Theoria motus corporum coelestium, Liber I1, Section III, 1809 ; surtout
les paragraphes 175, 176 , 177, 178.
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aient été commises simultanément est, compte tenu de I'indépendance des
observations :

(1.1) L(xy,...,2n;0) = f(x1—0) ... f(z, —6).

C’est la fonction de vraisemblance dans le langage moderne.

Il est a présent naturel de chercher les densités f vérifiant les hypotheses
(H) telles que la fonction L(#) définie par (1.1) prenne sa valeur maximale au
point # = § = 7. En langage moderne, on cherche les densités f vérifiant (H)
telles que ’estimation de 6 par la méthode des moindres carrés coincide avec
son estimation par le maximum de vraisemblance. Gauss montre que les seules
densités qui satisfont ces conditions sont les densités normales (centrées).

¢) Ecrivons (1.1) sous la forme :

Log L(0) = Log f(x1 — 0) + - - - + Log f(z,, — ).

On cherche f vérifiant (H) telle que pour tout n et toute suite (z1,...z,),
on ait

[diﬁ Log L(@)} = 0,

c’est-a~dire en posant g = Log f

g (x1 =T)+ -+ g (20 —T) = 0.
Pour résoudre cette équation fonctionnelle, nous prenons en particulier :
xog = -+ = x, = x1 —ny avec y réel. Alors T = 1 — (n — 1)y; d'ou
17— =nmn—-1yetazg—T =--+ =2, —T = —y. On a alors, pour

tout n et tout y
g'[(n =1y +(n—-1)g'(—y) = 0.

Comme [ est paire, on a ¢'(—y) = —¢'(y), dou ¢'[(n — 1)y] = (n — 1)¢'(y),

ou encore

gln-1y] g

(n—1)y Y

soit encore ¢'(z) = kx et Log f(z) = g(z) = k(22/2) + C. En adaptant les

constantes de telle fagon que f vérifie les hypotheses (H), on voit que f est
la densité d’une loi normale (centrée). |[]

Remarque. — Voyons sur un exemple que si f n’est pas une densité
normale, I'estimation T par la méthode des moindres carrés est en général
différente de I’estimation par le maximum de vraisemblance. Prenons

1

f(z) = ie"w' (densité de la premiere loi de Laplace).

La fonction de vraisemblance est :

Lz, 20 0) = f(z1—0) ... f(an — 0) = <%>nexp<—i\xk —6]).
k=1
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Toute quantité qui maximise L(f) minimise > opeq |k — 0] et réciproque-
ment. Or toute quantité 6 qui minimise Y, _, |z — 0| est une médiane
M(z1,...,zy,) de (21,...,2,). Ainsi Uestimation de 6 par la méthode des
moindres carrés est la moyenne arithmétique T de (x1,...,xy), alors que
l’estimation de 6 par le maximum de vraisemblance est n’importe quelle
médiane M(x1,...,xy,) de (z1,...,x,). Il serait intéressant de chercher si
la densité de la premiere loi de Laplace est la seule densité (paire) pour
laquelle 'estimation par le maximum de vraisemblance est une médiane de
(z1,...,2y). Le probleme est, a notre connaissance, toujours ouvert.

L’approche de Laplace. — Elle est centrée sur l’approximation de la
loi binomiale par la loi normale. En langage moderne, il s’agit d’établir le
théoreme suivant :

Soit (X,) (n > 1) une suite de variables aléatoires dont le terme général
X, suit la loi binomiale B(n,p) (n > 1,0 < p < 1,qg =1 —p). On pose
Y, = (X, —np)/\/npq ; alors la suite (Yy,) (n > 1) converge en loi vers une
variable aléatoire de loi N'(0,1).

Des 1733, de Moivre a démontré ce théoreme dans le cas particulier
p = 1/2 par des calculs laborieux d’estimation des coefficients binomiaux;
sa démonstration fut incluse dans son ouvrage fondamental.? Le cas général
0 < p < 1 fut traité par Laplace3 par des méthodes ol pointe déja la théorie
des fonctions caractéristiques, qui permet a I’heure actuelle de démontrer ce
théoreme sans aucune difficulté. La contribution de Laplace ne s’arréte pas
la. I a, en effet, mis la loi normale en rapport avec la théorie des erreurs
d’observations et ceci par une analyse tres fine dont nous donnons ci-dessous
un apercu (avec des notations modernes).

La loi des erreurs. — Soit (X,,) (n > 1) une suite de variables aléatoires
indépendantes, centrées, du second ordre. On pose 0,3 = Var Xj et l'on
suppose 0 < o < +o00. Introduisons pour tout entier n > 1 les variables
aléatoires

Sp=X1 4+ -+ X,, Y, = —— o 02(S,) =0} ++o2.
On cherche a quelles conditions la suite (Y,,) (n > 1) converge en loi vers
une variable aléatoire de loi A/(0,1). Notons ¢ = Log ¢ la seconde fonction
caractéristique. Il résulte de la Proposition 5.3, chap. 13 que pour tout k£ > 1
la fonction vy = 1x, est de la forme

a,% t2
Y = _T[l + ex(oxt)],
2 de Moivre (A.). — The doctrine of chances or a method of calculating the probabilities

of events in play. — London, Millar, 1756, p. 235-283. Réimpression par Chelsea, New
York, 1967.

3 Laplace (Pierre-Simon, marquis de). — Théorie analytique des probabilités. — Paris,
Courcier, 1820, p. 83—84. Voir aussi (BEuvres complétes, vol. VII. — Paris, Gauthier-Villars,
1896.
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ou £,(t) — 0 pour ¢ — 0. On a ensuite (¢f. Théoreme 5.1, chap. 13)

o= 0(gy) = -7 - 3 2 (59) = ()

2 t?
=——— —R,.
2 2

Pour que (Y;,) converge en loi vers une variable aléatoire de loi N(0,1), il
faut et il suffit que vy, (t) — —t2/2, pour tout réel ¢, c’est-a-dire que R,
tende vers 0, pour tout ¢, lorsque n tend vers l'infini. Il en est bien ainsi si
les deux propriétés suivantes sont satisfaites :

1) sup —0 (n — 00),

Ok
k=1,....,n U(Sn>
c’est-a~-dire le plus grand des écarts-types individuels est négligeable devant
I’écart-type de la somme S,.
2) Lorsque t tend vers 0, les €5 (t) convergent vers 0 uniformément en k,
c’est-a-dire pour tout € > 0, il existe d(g) > 0 tel que pour tout ¢ satisfaisant

|t| < &(¢), on a pour tout k > 1 I'inégalité |e ()] < e.

En effet, soit ¢ un réel non nul. Prenons Ny assez grand pour que pour

)

tout n > Ny on ait sup Ok < ﬁ On aura alors, pour tout n > Ny

k=1,....n O(Sn) |t’
et tout k =1,...,n, les inégalités

Ok Ok
t| < d(e), ( t) < e,

205 1] < d(e) o5 2

d’ou
Ra=3(575) a (5) <=2 () -
" \o(Sn)) \a(Sn) c\o(S,)/) ~

Laplace avait bien vu l'importance de la condition 1) pour assurer la
convergence de la loi des Y, vers N(0,1) et il s’était rendu compte que
s’il y avait une erreur disproportionnée par rapport aux autres, cette erreur
ferait prévaloir sa loi. Cependant, G. Darmois,* & qui nous devons cette
analyse, a fait remarquer que Laplace n’avait pas vu que la condition 1)
n’était pas suffisante, et qu’il fallait lui en adjoindre une autre, par exemple,
la condition 2).

2. Le théoréeme «central limit). — Nous allons étudier dans ce
paragraphe la tendance d’une suite de variables aléatoires vers une variable
aléatoire normale et nous allons établir quelques théoremes fournissant des
conditions suffisantes pour que cette tendance ait lieu. Tout théoreme de ce
type porte le nom de théoreme «central limit». C’est Polya qui, en 1920,

4 Darmois (G.). — Cours de calcul des probabilités. — Paris, Cours polycopié, 1955.
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a désigné ce théoréme par le nom de zentraler Grenzwertsatz?® traduit en
anglais par «central limit theorem) et en franglais par «théoreme central
limite ». Nous n’utiliserons pas cette derniere traduction.

THEOREME 2.1 (Lindeberg-Lévy, 1920). —  Soit (X,,) (n > 1) une
suite de variables aléatoires indépendantes, identiquement distribuées, de L.
Posons :

p=E[X4], o?=VarX; (0<o < +00);
— S, Sp—np Xp—p
Sp =X+ +X X, =20y, = _ _
n 1 + + ny n n 9 n O'\/ﬁ U/\/ﬁ
Alors la suite (Yy,) (n > 1) converge en loi vers une variable aléatoire de loi
N(0,1), c’est-a-dire que pour tout réel x on a :

1

z 2
PlY, <=z —>/ e " /2 dy n — +00).
o<apo [ (n = +o0)
Démonstration. — Désignons par ¢ la fonction caractéristique de X1 —
cette variable aléatoire étant centrée, de L?, la formule de Taylor jusqu’a
lordre deux de ¢(t) au voisinage de t = 0 fournit (¢f. Proposition 5.3,
chap. 13)
tz
p(t)=1- 502 + o(t?) (t —0).
Or oy
k— M
Y. —
d’ou B

o= (o) = (g o() =

ce qui établit le résultat en vertu du théoréme de Paul Lévy. []

Remarque. — L’importance du Théoreme 2.1 réside dans le fait que
pour n «grand» les lois de probabilité (en général compliquées) de S,,, X,
peuvent étre approchées par les lois normales N (nu, ov/n), N(u,0/\/n). Le
Théoreme 2.1 comporte un certain nombre de cas particuliers que nous allons
examiner.

Cas particulier 1 (de Moivre-Laplace). — Prenons pour loi commune des
X, la loi de Bernoulli pe; + geg (p,q > 0, p+ q = 1). Alors S,, suit la
loi binomiale B(n,p). On a E[S,| = np, Var S,, = npgq, et le Théoreme 2.1
affirme :

PROPOSITION 2.2. — La suite des variables aléatoires de terme général
Y, = (S, — np)//npq converge en loi vers une variable aléatoire de loi
N0, 1).

5 Polya (G.). — Uber den zentralen Grenzwertsatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung und

das Momentenproblem, Math. Z., t. 8 (1920), p. 171-181.
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Il en résulte que, pour n «grandy la loi binomiale B(n,p) peut étre
approchée par la loi normale N (np, \/npq).

Cas particulier 2. — Prenons pour loi commune des X, la loi de Poisson
71, de parametre 1. Alors S,, suit la loi de Poisson 7, de parametre n; on a
E[S,] = n, Var S,, = n, et le Théoréme 2.1 affirme :

PROPOSITION 2.3. — La suite des variables aléatoires de terme général
Y,, = (S, —n)/v/n converge en loi vers une variable aléatoire de loi N'(0,1).

Il en résulte que, pour n «grand », la loi de Poisson 7,, peut étre approchée
par la loi normale N (n, /n).

Remarque 1 (Bernstein). — 1l résulte de la Proposition 2.3 que lorsque n
tend vers l'infini, on a :

S, —n 0 1 2 1
p: == < e T2y = =
{ NG —O}_)/_oo ‘/%e Tty

c’est-a-dire que

e nF 1
P{S, <n}=e %Hﬁi (n — 0).

(On remarquera que ce dernier passage a la limite n’est pas aisé a établir
sans faire appel au théoreme «central limit ».)

Remarque 2. — La Proposition 2.3 peut étre étendue au cas d’une famille
(Xx) (A > 0) de variables aléatoires, ou le terme général X suit la loi de
Poisson 7y de parametre A. On peut montrer directement (cf. Exercice 1) que,
lorsque A tend vers l'infini, (X — A\)/v/A converge en loi vers une variable
aléatoire de loi N'(0,1), de sorte que, pour A «grand», la loi de Poisson )
peut étre approchée par la loi normale N (), \/X)

Cas particulier 3. — Prenons pour loi commune des X, la loi exponentielle
E(N), de parametre A > 0. Alors S, suit la loi gamma I'(n,\); on a
E[S,] = n/\, Var S, = n/\?, et le Théoreme 2.1 affirme :

PROPOSITION 2.4. — La suite des variables aléatoires de terme général
Y, — Sp —n/A
Vn/\

Il en résulte que, pour n « grand », la loi gamma I'(n, \) peut étre approchée
par la loi normale N'(n/\,/n/\).

Remarque. — La Proposition 2.4 peut étre étendue au cas d’une famille
(Xp) (p > 0) de variables aléatoires, ou le terme général X, suit la loi gamma
L(p,A), avec A > 0 fizé. On peut montrer directement (cf. Exercice 2) que,
Xp —p/A

VP/A
converge en loi vers une variable aléatoire de loi A/(0, 1), de sorte que, pour p
«grand », la loi I'(p, \) peut étre approchée par la loi normale N (p/ A, VP/A).

converge en loi vers une variable aléatoire de loi N'(0,1).

lorsque p tend vers l'infini, A restant fixé, la variable aléatoire
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3. Le théoreme «central limit) et la formule de Stirling. — Soit
(Xp) (p > 0) une famille de variables aléatoires dont le terme général X, suit
laloi I'(p+1,1). Lorsque p tend vers l'infini, (X, — (p+1))/v/p + 1 converge
en loi vers une variable aléatoire de loi N'(0,1); il est clair que (X, —p)/\/p 2
le méme comportement asymptotique lorsque p tend vers I'infini. Nous allons
montrer que cette derniere propriété est équivalente a la formule de Stirling.

THEOREME 3.1. — Soit (X,) (p > 0) une famille de variables aléatoires
dont le terme général X, suit la loi I'(p + 1,1). Alors chacune des deux
propriétés suivantes peut étre déduite de l’autre :

a) (Xp—p)/\/pP converge en loi vers une variable aléatoire de loi N'(0,1),
lorsque p tend vers linfini (théoréme « central limit» ) ;

b) T'(p + 1) ~ pPe P\ 2mp, lorsque p tend wvers linfini (formule de
Stirling).

Démonstration. —  Désignons les densités de X, et de (X, — p)/\/p
respectivement par f, et g,; on a :

1

fo(z) = me—%l’[[o#m[@); 9p(x) = /pfp(p + /D).

Pour tout réel z, on peut choisir p > 0 assez grand pour que p + x,/p > 0;
on a alors

1 _ pPe P 2mp 1
— (p+z+/P) P _
T) = e +x = rp(T),
gp( ) \/I_)F(p—l—l) (p \/1_7) F(p—i—l) \/ﬁ P( )
ou
SN TP
TP('r) € <1+ \/Z_)) 9
dela:
* pPe P\ 27p 1 *
1 du = du.
(3.) | mtwdu= BB [y a

Un calcul élémentaire montre que 7,(u) — e—u /2 lorsque p tend vers I'infini;

d’ou, en appliquant le théoreme de convergence dominée, on a pour tout réel x

(3.2) / rp(u) du — / e w2 du,

lorsque p tend vers I'infini. Le théoréme résulte alors de (3.1) et (3.2). []

4. Le théoreme de Lindeberg. — Dans le théoreme suivant, on suppose
donnée une suite (X;) (k > 1) de variables aléatoires, de L?, centrées et
indépendantes. On pose Var X, = ai et on désigne par . la loi de probabilité
de X. Pour tout n > 1 on note 5,, la somme partielle S,, = ZZ:1 X} et on
pose Var S, = >, 0% = C2.
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THEOREME 4.1. — Sila « condition de Lindebergy suivante est satisfaite,
a savoir que pour tout € >0, on a

1 n

o2 Z/||> . 2? dug () — 0,
n p_qV/z[>eCh

lorsque n tend vers linfini, alors la suite des variables aléatoires Z, = S, /Cy,
converge en loi vers une variable aléatoire de loi N'(0,1).

Démonstration

a) La condition de Lindeberg implique que oz sup 0]% — 0 lorsque n
tend vers l'infini. En effet, n 1<k<n

sup op = sup </ 22 duy, +/ z? de:)
1<k<n 1<k<n M |z|<eC,, |z|>eCh

n
§s202+2/ 2 dpy

d’ou :
n

1 1 )
— sup o; <&+ — / x dpy.
CR 1<k<n cr ,; |z|>eC
Le résultat découle de la condition de Lindeberg et du fait que € > 0 est
arbitraire. g 0 X

b) Considérons la variable aléatoire 7, = — = 2k . sa fonction

Cn k=1 Cn
n

caractéristique est donnée par ¢ 2. (t) = kI:[1 Px. (t/ C’n). D’apres la partie a),

pour tout nombre réel ¢ on peut trouver n assez grand pour que, pour tout
k=1,...,nonait 3(t2/C?)oi < 1.l résulte alors du Théoreéme 4.7, chap. 13,
appliqué & chaque Xy, que Log o, (t) existe et admet la représentation

Logyp, (t)=) Loge, (CL)
k=1 n

avec
> o 1
o tz k=1 2 2( ituXy/Chn
Logcpzn(t)— 3 o2 —t (C% kgl/o(l_UE[X ( 1>}du>
2k
+ 3t kci k«9 lavec |0] < 1]
t2

= -5 - t2A,, + 3t*B,,.

Pour démontrer le théoreme, il suffit de montrer que A,, et B,, tendent vers 0
lorsque n tend vers I'infini.
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¢) Montrons que A, — 0. Posons g(z,t,u) = z?(e®**/C» —1); on a :
E[X7 (e Xk/On — 1) = / g dyuy, +/ gdpy,.
|z|<eC |z|>eC

Si |z| < €Cp, on a |g| < 2? |tuz|/C,, puisque |e** —1| < |a]. De la
lg| < 2?|tu|e. Si |z] > €Cp, on a |g| < 227, puisque |’ — 1| < 2. On
en déduit :

E[X 2 (eftuXk/Cn 1)]‘ < |tu|eos + 2/| e x? dy, ;
T g

Anl < <+ 2 / 2 i
nk 1 |$|>€C

d’ou A,, — 0, en vertu de la condition de Lindeberg et du fait que € > 0 est
arbitraire.
d) Montrons que B,, — 0. On a

E 2
" 4 sup o o sup oj,
Y ko1 0% _ 1<k<n _ 1<k<n

ci = 2 e cz

n

|By| <

d’ott B,, — 0, en vertu de la partie a). []

Remarques. — Nous avons vu dans la partie a) de la démonstration que
la condition de Lindeberg implique que (1/C2)sup, <, oi — 0, lorsque n
tend vers l'infini; c’est-a-dire que la plus grande variance de X, ..., X,
est asymptotiquement négligeable devant la variance de la somme S, =
X1+ -+ X,,. Le role de cette derniere condition est mis en relief par le
théoreme suivant di & Feller.6

THEOREME 4.1’. —  Adoptons les hypothéses et les notations du théo-
reme 4.1. Alors les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
1) la condition de Lindeberg ;
2) a) la suite de terme général Y,, = S, /C,, converge en loi vers une

variable aléatoire de loi N'(0,1) ;

1
b) C—%lzggnaiﬁo (n — 00).

6 Feller (William). — An Introduction to Probability Theory and its Applications, vol. 2.
J. Wiley, 1962, p. 491.
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5. Un complément au théoréme de Lindeberg-Lévy. — Dans
ce paragraphe, nous donnons une condition nécessaire et suffisante pour
que le théoreme «central limity» soit vrai, lorsque les variables aléatoires
sont indépendantes et identiqguement distribuées. L’énoncé en question est
le suivant.

THEOREME 5.1. — Soit (X,,) (n > 1) une suite de variables aléatoires
réelles, indépendantes et identiquement distribuées, telles que X, € L' et
E[X1] = 0. Alors les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

X, 4+ 4+ X
a) la suite de terme général Y,, = 1Tt An converge en lot vers une
variable aléatoire de loi N'(0,1) ; v
b) X; € L? et E[X?] = 1.
Démonstration (L. Pratelli, communication privée). — Puisque 'impli-

cation b) = a) n’est autre que le théoréme de Lindeberg-Lévy, il suffit de
démontrer a) = b). A cet effet, nous utiliserons les deux lemmes suivants.

LEMME 5.2. — Soit X wune variable aléatoire de loi p et de fonction
caractéristique @. Alors on a, dans [0, +oc],

lim 2 L= Rew) = / x? dp(z).
R

2

u—0 u
Démonstration. — Pour u # 0 on a :
1—Rep(u 1 —cosux
Ty =2 L2 B2 _ 2/ SO0 ().
u R u

Le terme (1 — cosux)/u? est compris entre 0 et #2/2 et converge vers x2/2,
lorsque u — 0. Dans [0, +o0], on a donc

/xz dp(z) < lim iglf I(u) <limsup I(u) < / 22 du(x),
R u— R

u—0

ol la premiere inégalité résulte du Lemme de Fatou, la seconde étant triviale.
Le lemme en découle. []

LEMME 5.3. — Soit (X,Y) un couple de wvariables aléatoires réelles
indépendantes, tel que X +Y appartienne a L?. Alors X etY appartiennent
a L2.

Démonstration. —  Montrons, par exemple, que Y appartient a LZ2.
Désignons par p la loi de X. Alors pour tout x réel on a :

/RE[(:L’ +Y)du(z) = E[(X +Y)?] < 4+o0;

de sorte que, pour u-presque tout x (donc pour un x au moins!), la somme
x + Y appartient & L?. []
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L’implication a) = b) du Théoréme 5.1 se démontre alors comme suit.
Désignons par ¢ la fonction caractéristique de X; et plagons-nous d’abord
dans le cas ou la loi p de X est symétrique, ce qui implique que ¢ est réelle.

La condition a) entraine que 'on a : nan;O(w(l/\/ﬁ))n = ¢~ Y/2. Or pour
n assez grand, on a ¢(1/y/n) > 0 et on peut passer aux logarithmes. On
obtient n Logp(1/y/n) ~ —1/2, d'ou ¢(1/y/n) — 1 ~ —1/(2n) et donc

1—o(1/vn)

2 T ~ 1. Par le Lemme 5.2 on en déduit
n
1— (1
/x2d,u(a:) = lim QM = 1.
R n—-+oo 1/n

Passons maintenant au cas général. La condition a) entraine que la suite
(Zy) (n > 1) définie par

(X1 —Xo) + (X5 — Xy) + -+ (Xop-—1 — Xop)

V2n

B L(Xl + Xz +- -+ Xop1 X2+X4+~--+X2n>

V2 vn vn
converge en loi vers une variable normale de loi N(0,1). D’autre part,
si I'on pose Y, = (Xon_1 — Xo2n)/V2, on peut écrire Z, sous la forme
Z, = (Y1+---+Y,)/y/n, oules Y, sont des variables aléatoires indépendantes,
de méme loi symétrique, centrée. On peut donc leur appliquer le résultat

de a). On trouve ainsi E[Y??] = 1 et le Lemme 5.3 permet d’en déduire
EXf] =1 [

Ly =

6. Le théoreme de Liapounov. — Le théoréeme de Lindeberg admet
le corollaire suivant, connu sous le nom de théoreme de Liapounov.

THEOREME 6.1. — Soit (X,,) (n > 1) une suite de variables aléatoires
indépendantes, de Loys pour un certain 6 > 0, et centrées. Posons Var X =
o2. Introduisons la suite des sommes partielles S, = Zzzl Xy et posons
VarS, = > _,0i = C2%. Enfin, supposons vérifiée la «condition de
Liapounovy :

ﬁZE“XﬂQ—M} -0 (n — 00).
n k=1

Alors la suite de variables aléatoires (Z, = S,,/Cy) converge en loi vers une

variable aléatoire de loi N'(0,1).

Démonstration. — 11 suffira de montrer que la condition de Liapounov
implique celle de Lindeberg. Notons py, 1a loi de probabilité de X;. On a pour
tout 9 > 0

)
/ x? dyuy < / z” <ﬂ> duy,
|z|>eCh, z|>ec,  VECn

1 1
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d’ou
e[ s s Y EIXE.
0721 =1 1z|>eCn ~ el (Cn)2+5 1
Remarque. — Si les X, sont en outre identiquement distribuées, la condi-

tion de Liapounov est automatiquement vérifiée et la suite (Z,,) converge en
loi vers une variable aléatoire normale de loi N'(0,1).

APPLICATION 6.2. — Soit (X,,) (n > 1) une suite de variables aléatoires
indépendantes, identiquement distribuées, de loi de probabilité commune
%(5_1 + e41). On lui associe la suite de variables aléatoires indépendantes,
de terme général Y,, = n*X,,, ot « est une constante positive. Alors la suite

n
des variables aléatoires de terme général > Yy converge en loi vers
k=1

na—|—1/2
une variable aléatoire de loi N'(0,1/v/2a + 1).

Démonstration
a) Rappelons que la somme s, = Y ,_, k% est équivalente & n®*! /(a +
1), lorsque n tend vers 'infini.
b) Posons S, =Y ,_; Y ; comme Y, la variable S,, est centréeet 'on a :
Var S, = ,_, VarY, =Y ;_, k**; d’olt, d’apres a)

n2a+1 na+1/2
et

Sp) ~
a1 oSn)~ et

lorsque n tend vers I’'infini.

¢) Pour tout § >0 on a E| Y,JQH} = k224 . dron

Var S,, ~

n e (2+8)+1

- EllY; 2446 — koz(2—|—5) ~—_—
; [Yel™] ; a(2+6)+1

Posons toujours C,, = o(S,,). Le rapport de Liapounov devient alors, pour
tout 6 >0 :

1 . 246
s 21
k=1 (20 + 1)2+0)/2 pa+o)+1 (20 +1)2+0)/2 1

n(a+1/2)(2+0) q(24+6)+1  a2+0)+1 nd/2’

expression qui tend vers 0 lorsque n tend vers 'infini.

d) Le théoreme de Liapounov permet donc d’affirmer que
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Or C,, = (S,) ~n®*t/2/\/2a + 1, lorsque n tend vers I'infini. On a donc :

1 - C
\Y 20( + ]_W ZYk —>N(0, 1),
k=1
ou encore :
1 - C
WZY]C —>N(O,1/\/20é—|- 1) D
k=1
Remarque. — Pour a =1,0on a Y, =nX, et

1 n
WZYkéN(o,l/\@).
k=1

C’est un résultat que 1’on utilise dans la théorie du test de Wilcoxon.”

APPLICATION 6.3. — Soit (X,,) (n > 1) une suite de variables aléatoires
indépendantes, la loi de X,, étant p,e1 + qneo (0 < pp < 1, pn + qn = 1).
Supposons que Y, 1 Pngn = +00. Alors la suite des variables aléatoires de

terme général Z, = > _(Xk — Pk)/\/ D opey Pk converge en loi vers une

variable aléatoire normale de loi N'(0,1).

Démonstration. — Comme E[Xj] = pr et Var X = prqx, en posant
Sp = >0 1 (Xk —pk), on a: (Cy)? = VarS, = >.'_, prqx. D’autre part,
E[| Xy, — pl’] = pra} +aep} = prar(p} +a?) < prax. Enfin, la suite (X, —pn)
vérifie la condition de Liapounov pour § = 1, puisque

Zzzl Prqk _ 1

3/2 1727
(X k=1 Prar) (> k1 Pear)
expression qui tend vers 0 lorsque n tend vers linfini. Il en résulte que

Zn = Sp/C, converge en loi vers une variable aléatoire normale de loi

N(0,1). [

T 2 ElX - mil’) <
nlg=1

COMPLEMENTS ET EXERCICES

1. — Soit (X)) (A > 0) une famille de variables aléatoires, ou le terme
général X suit la loi de Poisson my. Montrer que (X, — A)/v/A converge en
loi vers une variable aléatoire de loi N'(0,1), lorsque \ tend vers linfini.

7 Siegel (Sidney). — Non-Parametric Statistics for the Behavioral Sciences. — McGraw-
Hill, 1956, p. 79.
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2. — Soit (X,) (p > 0) une famille de variables aléatoires, ol le terme
Xp = (p/N)
VD/A

converge en loi vers une variable aléatoire de loi N(0,1), lorsque p tend
vers l'infini.

général X, suit la loi gamma I'(p,\) (A > 0). Montrer que

3. — Soit (X,,) (n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes,
la loi de X, étant donnée par (1/n)e; + (1 —1/n)ep. On pose S, = Y 1_; Xk
a) Montrer que E[S,| ~ Logn, Var.S,, ~ Logn.

S, — Logn
b) Montrer que Y,, = Pn 08T converge en loi vers une variable

v/Logn
aléatoire de loi AV(0,1).

4. — Soit 0 < p <1, p+ q=1. Montrer que si p > ¢, alors

n n -
J+1

k=[n/2
tend vers 1, lorsque n tend vers I'infini.

5. a) Soient (Y,,) (n > 1) une suite de variables aléatoires et (IV,,) (n > 1)
une suite de variables aléatoires, indépendante de la suite (Y,,) (n > 1), a
valeurs dans N* et telles que N,, = + oo lorsque n tend vers l'infini (c’est-
a-dire telle que pour tout k¥ > 1 on a ngrfoo P{N, > k} = 1.) Montrer que,

si la suite (Y},) (n > 1) converge en loi vers une limite Y, alors la suite (Yy,,)
converge en loi vers la méme limite Y.

b) Soit (X,,) (n > 1) une suite de variables aléatoires de L?, indépen-
dantes, identiquement distribuées, centrées et réduites. On pose Y, =
1
NG

de a). Montrer que l'on a la version suivante du Théoreme «central limit »

ZXk' Soit d’autre part (N,) (n > 1) une suite ayant les propriétés
k=1

Yn, £, N(0,1) lorsque n tend vers Iinfini.



CHAPITRE 19
LA LOI DU LOGARITHME ITERE

Une des préoccupations majeures des probabilistes a été de tout temps
I’étude des fluctuations de sommes S,, = X; + --- + X,,, convenablement
normées, ou les termes sont issus d’une suite (X, ) de variables aléatoires
mdépendantes, identiquement distribuées. Les premieres études porterent sur
le cas particulier o1 les X, sont des variables aléatoires de Bernoulli centrées.
Des 1909, elles donnerent lieu a un premier résultat : la loi forte des grands
nombres de Borel, qui affirme que S,, /n 2%, 0. Ce résultat était pourtant bien
maigre comparé au but que les mathématiciens de ce début de siecle s’étaient
fixé : il affirme, en effet, que S,, = o(n) p.s., une propriété peu apte a décrire
le comportement de la suite (.5,,) de fagon satisfaisante.

Cependant 1'élan était donné; les mathématiciens les plus éminents
s’intéresserent au probleme et obtinrent des résultats de plus en plus précis.
Citons, en particulier, Hausdorff (1913) qui montra que pour tout € > 0 on a
S, = o(n1/2*¢) ps., puis Hardy et Littlewood (1914) qui établirent que
I'on a en fait S,, = O(y/n logn) p.s. Un point culminant fut atteint en 1924
lorsque Khintchine énonca sa désormais célebre loi du logarithme itéré, qui
fait 'objet du Théoreme 3.3 du présent chapitre. La démonstration qui en
est donnée ici reprend les principales étapes du cheminement historique qui
a conduit a ce théoreme.

1. Notations et lemmes préliminaires. — Soit (Y;,) (n > 1) une
suite de variables aléatoires de Bernoulli, indépendantes, identiquement
distribuées, de loi commune %(51 + &9). Pour tout n > 1, on désigne par
X,, la variable aléatoire centrée, réduite X,, = 2Y,, — 1. On note g(u) la
fonction génératrice des moments de X7, a savoir

1
gu) = gx,(u) = Be"X] = S(e" + ¢ ™) =chu  (u€R)
et pour tout n > 1 on pose : S,, = > Xk.
k=1

LEMME 1.1. — Pour tout u € R, on a : g(u) < e*/2,
Démonstration. — 1l suffit de comparer terme a terme les développements
2
en série de puissances de g(u) = chu et de e* /2 qui s’écrivent :
2k 2k

u w22 u
g(u)zchu:Z@k)! et ev/ _ZW

k>0 k>0
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1
Le résultat en découle, puisque pour tout k£ > 0 on a l'inégalité : —— <

1 (2k)!
gl U

Remarques. — Posons S} = S, /v/n, gn(u) = gs: (u) = (g(u/\/ﬁ))n Il
résulte du Lemme 1.1 que I'on a I'inégalité

gnlu) < /2,
pour tout u € R. Or, d’apres le théoreme «central limit »,
SZA./\/'(O,l) (n — o0).

D’ou, pour tout u € R,

gn(u) — ev’/2 (n — o0).

On voit ainsi que g, (u) tend vers e’ /2 par valeurs inférieures.
LEMME 1.2. — Pour tout a > 0 et pour tout n > 1, on a :
(1.1) P{S, >a} <e @/,
(1.2) P{[S,| > a} < 2%/,
Démonstration. — Pour tout a > 0 et tout u > 0, les deux évenements

{S,, > a} et {e*5" > "2} sont équivalents. D’aprés I'inégalité de Markov,
on peut écrire :
E uSn, n
PiS, > a} < [e">] _ g(w)

eua eua )

d’ou, d’apres le Lemme 1.1,
P{S, >a} < e(nu’/2)—ua,

Cette inégalité est valable pour tout u > 0. Choisissons u > 0 de telle sorte
que le second membre soit minimum, c¢’est-a-dire considérons la valeur ug qui
annule la dérivée de 'exposant. On trouve ug = a/n et la valeur de I’exposant
devient —a?/(2n). Ceci entraine I'inégalité (1.1). La variable aléatoire S,
étant symétrique, pour tout n > 1, on a P{S,, < —a} = P{S,, > a}, ce qui
entraine l'inégalité (1.2). []

LEMME 1.3. — Pour tout a > 0, tout n > 1 et tout u >0, on a :
E euSn
(1.3) P{ sup S > a} < [ ]
1<k<n eve
Démonstration. — Introduisons les ensembles suivants :

Aoz{51<a1,...,Sn<a}, Alz{Slza},
A ={S1<a,...,5-1<a,S,>a} (k=2,...,n).
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Les ensembles Agp, ... , A, sont disjoints, leur réunion est €2, et 'on a :
ZAk:{sup SkZa}.
1<k<n 1<k<n

Pour tout v > 0 on peut donc écrire :

(1.4) E[e*%] > Z/ eun dP:Z/ e“Sn Ty, dP.
k=1 Ak k=1"%

Pour tout £ = 1,...,n, faisons la décomposition S,, = Si + Rk, ou
Ry = Xgy1 + -+ X, (pour k = n, on pose R, = 0). Il vient alors, pour

tout k=1,...,n,
/ enly, dP = / (e“SkIAk>euR’“ dP.
Q Q

Or les deux variables aléatoires €Sx4, et e“f' sont indépendantes (la
premiere est une fonction de Xy, ... , Xj, la seconde une fonction de X1,
., X,). On a donc

/e“’S"IAk dP:/ euSwAde/ et dp
Q Q Q

e““P(Ax) (g(w))" ",

v

d’ou, puisque g(u) > 1,
/ e"InTa, dP > e“IP(Ay).
Q

On a alors, d’apres (1.4),

E[e*S"] > e““iP(Ak) - eWP( 3 Ak)
k=1 1<k<n

= e“’aP{ sup Sp > a}. []

1<k<n
LEMME 1.4. — Pour tout a > 0 et pour toutn > 1, on a :
(1.5) P{ sup S >a} < e—a’/(2n)
1<k<n
(1.6) P{ sup |Sk| > a} < 2¢=4"/(2n),
1<k<n
Démonstration. — En majorant le second membre de l'inégalité (1.3)

du Lemme 1.3 comme dans la démonstration du Lemme 1.2, on obtient
I'inégalité (1.5). La variable aléatoire S,, étant symétrique, on a, en outre,

P{ inf Skg—a}gP{ sup SkZa};

1<k<n 1<k<n

d’ou I'inégalité (1.6). []
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2. Résultats intermédiaires

THEOREME 2.1 (loi forte des grands nombres, E. Borel, 1909). — Lorsque
n tend vers Uinfini, on a : S, /n >0, c’est-a-dire S, = o(n) p.s.

Démonstration. — Dans le Lemme 1.2 (2), faisons a = ne. Alors pour
tout £ > 0, I'inégalité P{|S,/n| > e} < 2e= (/2 egt vérifiée. Comme pour
tout € > 0, le second membre est le terme général d'une série convergente,
on a, toujours pour tout € > 0 : > P{|S,/n| > ¢} < oo; ceci implique le
Théoréme 2.1. [] nzl

En 1914, Hardy et Littlewood! ont montré que S,, = O(y/n logn) p.s., un
résultat qui a été affiné en 1922 par Steinhaus.

THEOREME 2.2 (Steinhaus, 1922). — Presque strement, on a :

lim sup

S
n—oo

v2nlogn

Ceci équivaut a dire que pour tout ¢ > 1, presque surement seul un nombre
fini parmi les événements E, = {|S,| > c¢v/2nlogn } peut se réaliser.

Démonstration. — Appliquons le Lemme 1.2 (2) avec a = cv/2nlogn.
On obtient : P(E,) < 2e—<"logn — 2,=<"  Or, pour tout ¢ > 1, ce dernier
membre est le terme général d’une série convergente. Il en est de méme de
P(E,) et le lemme de Borel-Cantelli permet de conclure. []

3. La loi du logarithme itéré?

THEOREME 3.1. — Presque stirement, on a :

lim sup
n—oo

Sn
v2nloglogn
Ceci équivaut a dire que pour tout ¢ > 1, presque surement seul un nombre

fini parmi les événements A, = {|Sn| > ¢v/2nloglogn } peut se réaliser.

Démonstration. — Prenons ¢ > 1 et un nombre v tel que 1 < v < ¢.
Pour r» > 1, désignons par n, l'entier le plus proche de " et introduisons

I’évenement
B, = { sup  |Sn| > v/ 2n, loglogm}.

N, <n<Nyqq

Il est clair que si I’évenement B, ne se réalise que pour un nombre fini
d’indices r, alors I’éveénement A, ne se réalise que pour un nombre fini

! Hardy (G.H.) and Littlewood (J.E.). — Some problems of Diophantine approximation,
Acta Math., vol. 37 (1914), p. 155-239.

2 Le présent paragraphe s’inspire de la présentation donnée par Feller An Introduction to
Probability and its Applications, vol. 1. — Wiley, New York, 1966, p. 192—-195.
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d’indices n et le théoreme est démontré. Il suffit donc, en vertu du lemme de
Borel-Cantelli, de montrer que la série Y P(B,) est convergente. Or ceci est
réalisé. Pour le voir, on applique le Lemme 1.4 (2) pour a = ¢/2n, loglogn,. :

2

P<BT> S 26702(”/7"/”7‘—}—1) log log n, _ 2( 1 )C (n'r/nr+1).
log n,

Or (n,/ny+1) ~ (1/7) > (1/¢), d’ou, pour r assez grand, n,/n,41 > 1/c. On

aura donc, pour r assez grand,

P(Br) < 2(10g1nr)c ~ 2(7“ ligv)c'

Or, pour tout ¢ > 1, la derniére expression est le terme général d’une série
convergente. Il en est de méme de P(B,). Le théoréme en résulte en vertu du
lemme de Borel-Cantelli. []

THEOREME 3.2. —  Pour tout ¢ tel que 0 < ¢ < 1, l’événement
A, ={Sn > cv2nloglogn } a lieu pour une infinité d’indices.
Démonstration. — Prenons 0 < ¢ < 1; notons, de plus, v un entier et n
un réel tels que v > 2 et 0 < c < n < (y—1)/v < 1. Posons, enfin, n,, ="
(r>1).
a) Si l'évenement A, a lieu pour une infinité d’indices r, alors

I’événement A,, a lieu pour une infinité d’indices n.
ze

b) Posons D, = S, — S, _, = Z X). Alors pour tout r > 1,
k=n,_1+1
les variables D, et S, _, sont indépendantes; de méme, les D, (r > 1) sont
indépendantes entre elles. On en déduit, en posant

B, ={D, > ny/2n,loglogn,}, C, ={S,,. , > —(n—c)v/2n, loglogn,},

I'inclusion B, N C,. C A,,..
c) Nous allons voir que, pour un choix judicieux de 7, I’événement
C, a lieu presque strement pour tout indice r, sauf peut-étre pour un
nombre fini d’entre eux. En effet, d’aprés le Théoreme 3.1, I’évenement
E. ={ |Snr71| < 2\/2nr_1 loglogn,_1 } a lieu presque stirement pour tout
indice r, sauf peut-étre pour un nombre fini d’entre eux.
Choisissons a présent n suffisamment proche de 1 pour que 1 —n <

((n —c)/r)%. Alors

dn,. 1 = 4% <dn,(1—1n) < n.(n—c)?,

et 'on a :
E, = {}Snr_1| < 2\/2nr_1 loglogn,_1 }

C A{ISn, -1 < (n —c)v/2n, loglogn, }
C {Sn,_, > —(n—c)\/2n,loglogn, } = C,.

L’inclusion E, C C, fournit le résultat
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d) Nous allons montrer que »_ P(B,) = +oo. Puisque les B, (r > 1)
sont indépendants, le lemme de Borel-Cantelli entraine que l’éveénement
B, a lieu, presque sturement, pour une infinité d’indices r. En effet, D,
est une variable aléatoire de variance n, — n,_;. La variable réduite étant

D} = D,/\/n, —n,_1, on peut récrire B, sous la forme

B, = {D: > n\/QL log log n, }

Ny — Np—1
Or n,/(n, —n,_1) =v/(y—1) < 1/n. D’on
B, D {D; > \/nv/2loglogn, } ={D; > \/nv/2log(rlog~) },

pour 0 <n < 1. Or Dy, i>./\/’(0, 1), lorsque r tend vers l'infini. On en déduit
que la série de terme général P{D; > ,/n/2log(rlog~) } est divergente. Un
argument plus complet est donné dans les compléments a la page 258.

e) Il résulte de c), d) et de l'inclusion B, UC, C A,  que I’événement
A, a lieu presque stirement pour une infinité d’indices r. []

THEOREME 3.2'. —  Pour tout c tel que 0 < ¢ < 1, l’événement
Al ={S, < —cy/2nloglogn} a lieu pour une infinité d’indices.

Démonstration. — Elle découle du Théoreme 3.2, puisque les variables
aléatoires S,, sont symétriques. []

Les Théoremes 3.1, 3.2, 3.2" se résument finalement en I’énoncé suivant.

THEOREME 3.3 (Loi du logarithme itéré, Khintchine, 1924). — Presque
sturement, on a :

S

limsup ——————=1 et liminf L =—1.
n—oo V2nloglogn n—oo +/2nloglogn

En d’autres termes, pour tout € > 0, presque stirement, la suite de
terme général S,, dépasse la valeur (1 + €)/2n loglogn au plus un nombre
fini de fois; en revanche, presque stirement, elle dépasse une infinité de
fois la valeur (1 — €)/2n loglogn. De méme, presque surement, elle est
inférieure a la valeur —(1+¢)+/2n loglogn au plus un nombre fini de fois; en
revanche, presque stirement, elle est inférieure une infinité de fois a la valeur

—(1 —¢)v2n loglogn.

COROLLAIRE. — Awvec une probabilité égale a 1, la suite (Sy,) prend une
infinité de fois toute valeur entiére.

Les recherches ultérieures essayerent de s’affranchir de ’hypothese «clas-
sique» que les variables aléatoires Y,, suivaient la loi de Bernoulli de
parametre % Parmi les nombreux résultats obtenus dans cette direction,

citons le résultat suivant.
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THEOREME 3.4 (Hartman-Wintner,® 1941). —  Soit (X,) (n > 1)
une suite de variables aléatoires indépendantes, identiquement distribuées,

n
centrées, de L?, d’écart-type commun o > 0. Posons S, = > X (n > 1).
Alors, presque sturement, on a : k=1

: S - Sn
limsup ————===0 et liminf —— = —0.
n—oo V2nloglogn n—oo +/2nloglogn
COMPLEMENTS ET EXERCICES
1. — Soit (Y;,) (n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes,

identiquement distribuées, de loi commune pe; +qgeg (0 <p <1, p+qg=1).
n
On pose : X,, = (Y, —p)//Pq et S, = > X (n>1).
k=1

a) Evaluer la fonction génératrice des moments g(u) de X;.
b) Pour tout v € R, on a : g(u) > 1. (Le résultat est banal lorsque
p=q=3.)
Solution. — On a pour tout u réel g(u) = gx,(u) = E[e*X1] =

pexp (ui) +q exp(—ui). Posons a = exp (ui>, b= exp(—uL)
VP4 VP4 VP4 VP4

Alors g(u) = pa+qgb n’est autre que la moyenne arithmétique de a et b, tandis
que aPb? (qui vaut 1) est la moyenne géométrique de a et b. D’apres I'inégalité
classique sur les moyennes, on en déduit : g(u) > 1.

2. — On conserve les notations de l'exercice précédent. L’inégalité g(u) <
e’ /2 est satisfaite pour tout u > 0, lorsque p > ¢ et pour tout u < 0, lorsque
p < gq. (Lorsque p = q = %, cette inégalité fait 'objet du Lemme 1.1.).

Solution. — Faisons la démonstration pour p > ¢, v > 0. Introduisons la
fonction f(u) = (u?/2) — Log g(u), de sorte que
/ 12 "
g'(u) " 9" (u) — g(u)g" (u)
fllu) =u— o S =1+ :
g(u) 9%(u)
Comme ¢ »
/
g(U)=ZVPQGKp<u———>-—eXp(—u———)>
VP4 VP4
et q
1
g 00=:qexp<u———)-+peXp<—u———>,
VP4 VP4
on en tire
3 Hartmann (Ph.) and Wintner (A.). — On the law of the iterated logarithm, Amer. J.

Math., vol. 63, p. 169-176.
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g () = g(u)g" () = —exp(~—=(p— q)).

VP4

1 U
Donc f"(u) =1 — —exp(——
( 9% (u) VP4
hypotheses p — ¢ > 0, u > 0, on en déduit :

(p — q)) D’apres l'exercice 1 et les

u

' (u)>1- exp(—ﬁ(p— q)) > 0.

La fonction u — f(u) (u > 0) est donc conveze; de plus f(0) = 0et f'(0) = 0.
On en déduit f(u) > 0 pour tout u > 0.

3. Divergence de la série de terme général P{D; > \/n\/2log(rlog~y)}
(¢f. Théoreme 3.2). — Désignons par F la fonction de répartition de D et

par @ celle de N(0,1). Comme D, a méme loi que S, _,, _,, la majoration

de Berry-Esséen? fournit ~ sup  |F*(z) —®(z)| < A(n, —n,_1)" /%, o1 A
—oo<r<+oo
est une constante positive. Posons ensuite

(1) x, = /n\/2log(rlog~y) = \/nv/2loglogn,.
Il vient :

P{D] > a.} =1-F(zr) 21— ®(zy) — [Fr(zr) — P(2,)]
(2) >1—d(x,) — A(ny —np_1) 2.

Or, lorsque 7 — 00, on a : 1 — ®(x,) ~ (2m) "2z  exp(—22/2); d’oi, en
remplacant z, par sa valeur tirée de (1)

1 1

3 1—®(z,) ~k ,
) () Vioglogn,. (logn, )"

ou k est une constante. Or,

(1) Ay = me 1) V2 = AVAT = 1)1/ ).

Il résulte alors de (3) et (4) que le terme A(n, —n,_1)~/? est négligeable

devant 1 — ®(x,). Le dernier membre de (2) est donc équivalent a 1 — ®(z,.).
Or, d’apres (3), l'expression 1 — ®(x,.) est le terme général d’une série

divergente. 11 en est donc de méme du premier membre de (2), a savoir

P{D} > z,}.

4 Feller (William). — An Introduction to Probability Theory and its Applications, vol. 2.
J. Wiley, 1962, p. 515.



CHAPITRE 20

APPLICATIONS DES PROBABILITES :
PROBLEMES RESOLUS

Dans ce dernier chapitre on trouve les énoncés et les solutions completes de
plusieurs problemes du calcul des probabilités dont la solution fait appel aux
différentes techniques et méthodes présentées dans le livre. Ces problemes
fournissent une owwverture vers d’autres branches des mathématiques. Ils
sont de nature tres différente. On y trouve : le probleme des rencontres
revisité, un probleme de temps d’atteinte, un modele pour ’acheminement du
courrier par voie hiérarchique, une ouverture vers les fractions continues, une
application de la formule de Bernstein, un regard vers le modele de diffusion
d’Ehrenfest et un probleme de probabilité géométrique.

1. Le probleme des rencontres revisité. — Dans ’exercice 2 du
chapitre 4 nous avons étudié le probléeme classique des rencontres. Nous
nous proposons ici de prolonger cette étude en étudiant les propriétés de la
variable aléatoire «nombre de rencontres », en particulier son comportement
asymptotique. Comme la formule de Poincaré (cf. chap. 3, §3) et ses
extensions (cf. chap. 3, exercice 10) jouent un role initial essentiel dans cette
étude, nous nous proposons de redémontrer ces extensions par une nouvelle
méthode reposant sur ’algebre des indicateurs et un argument de comptage.

1.1. Les extensions de la formule de Poincaré. — Soient n > 1 et n
évenements Eq, ... , E,. On désigne par A, (0 < r < n)’événement «sur ces
n évenements exactement r se produisent ». Dans ’exercice 10 du chapitre 3
on a donné une formule pour la probabilité P(A,). Retrouvons cette formule
en établissant I'identité suivante sur les indicateurs

(1.1.1) I, = i(—M”(f) > Ip,.m,

k=r 1<y <--<ip<n
d’ou Pon déduit la formule cherchée

w2 Pl =0 (Y) X R B,
k=r 1<ip << <n

en prenant 1’espérance mathématique des deux membres de (1.1.1).

Démonstration. — Soit w un élément de ’ensemble fondamental €2 sous-
jacent. Il existe un sous-ensemble unique L de [n], de cardinal I (0 <1 < n),
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tel que w € [[ E; x [ Ef. Sil < r on a évidemment I4, (w) = 0 et
i€L icLe
également Ig, ...p, (w) = 0 pour toute suite 1 < i; < -+ < i < n telle que
k > r. Les deux membres de 'identité sont donc nuls.
Sil>r,onals (w)=1ou0 suivant que | = r ou [ > r. Par ailleurs,
Ig, B, (w) =1 si et seulement si k <[ et {iy,...,ix} C L. Pour k fixé tel
quer < k <lilyadonc (,i) suites (i1 < -+ <iy) telles que I, ..p, (w) = 1.

Le second membre de (1.1.1) appliqué a cet élément w s’écrit :

e ()= () zr ()= (5 ()

J=0

i

une expression qui vaut 1 ou 0 suivant que [ =r oul >r. []

Utilisant la méme technique retrouvons la formule pour la probabilité de
I’évenement B,, «il se produit un nombre impair d’évenements parmi FE1,
..., E,», en établissant la formule

(1.1.3) Ig, =Y (-DF "2t N g g,
k=1 1<ip < <ig<n
d’ou 'on déduit :
(1.14)  P(Bn) =) _(-DF'21 N P(E;, - Ey).

k=1 1<iy <--<ip<n

Reprenons les mémes notations que ci-dessus pour le sous-ensemble L de
cardinal [ correspondant a ’épreuve w. On a Ip, (w) =1 si et seulement si [
est impair. Par ailleurs, le membre de gauche de (1.1.3) appliqué a I’épreuve
w vaut

RIS (1) =3 lel<—z>’f () =30 -1

k=1

qui est bien égal a 1 ou a 0 suivant que [ est impair ou pair.

1.2. Le nombre de rencontres. — Rappelons les énoncés de base sur le
probléme des rencontres (c¢f. chap. 4, exercice 2). Une urne contient n boules
numérotées de 1 a n (n > 1). On les extrait successivement sans remise et
apres chaque tirage on note le numéro de la boule tirée. On dit qu’il y a
rencontre au rang i (1 < ¢ < n) si la boule tirée au jieme tirage porte le
numeéro i.

Désignons par E; I'évenement «il y a rencontre au rang ¢». On a :
P(E;)) = (n—1)!/n! (1 <i<n),puis P(E;E;) = (n—=2)!/n! (1 <i<j<n),

. ,enfin P(Ey--- F,)=1/n!
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Nous nous proposons d’étudier la variable aléatoire X,, = > Ig, qui
k=1
représente le nombre total de rencontres dans ces n tirages. Elle prend ses

valeurs dans {0, 1,...,n}. Commengons par énoncer quelques propriétés qui
peuvent s’établir sans connaitre la loi de probabilité de X,,.

PROPOSITION 1.2.1
1) Pour toutn > 1, E[X,,] = 1.
2) Pour tout n > 2, Var X,, = 1.
3) Pour tout x > 1 et tout n > 2 on a la majoration :

P{X, >z} < —%.
K >0} < 7y
Démonstration. — Pour tout k = 1,...,n, on a E[I3 | = E[lg,] =
P(Ex) = 1/n et aussi E[Ig,Ig,] = P(E;E;) = 1/(n(n — 1)) pour i # j.
D7Ol\l n 1
E[X,] = ZE[IEk] =n—=1;

1 n 1
E[X2 =) E[I%Z]+2 EllgIp]|=n—+2(.)|—=2;
XK=y ml v 3 Binte) =ng +2(5) ot =2,
1<i<j<n
Var X,, = E[X?] — (E[X,])* = 1.
Enfin, 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev fournit la majoration :
Var X, 1
P{X, > =P{X, —EX,|>2z—-1} < = .
(o >0} =P(X, ~EX,] > 2 - 1) < 20 = o~ [
Pour déterminer la loi de probabilité de X,, on utilise I'extension (1.1.2)
de la formule de Poincaré.

THEOREME 1.2.2. — La loi de probabilité de X,, est donnée par :
D e {0,1 };
(1‘2'1) P{Xn:T}: 'l/' ) St Tr ) 7~.'7n )
0, sinon.
Démonstration. —  Utilisons la formule (1.1.2) en prenant pour F;
I'évenement «rencontre au rang i» (i = 1,...,n). Alors A, est I’événement

{X,, = r}. D’autre part, pour 1 <i; < --- <ir <nmonaP(E;,..FE;)=
(n —k)!/nl. D’ou, pour r =0,1,...,n

rev = =300 (1) (1) 45

k=r

= _. K n! n—k)!
:;H)k r!(k—r)!k!(n—k;)!( n!>

1~ (DF " 1 & (1)
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Remarque 1. — Une autre maniére d’établir la formule (1.2.1) est de
faire seulement appel a la formule de Poincaré. D’apres cette formule,
n
la probabilité qu’il n’y ait aucune rencontre vaut p, = > (=1)"/i! (cf.
i=0
chap. 4, exercice 2, b)). Une suite de n tirages peut étre identifiée a une
permutation de (1,2,...,n). Le nombre n! X p,, est le nombre de permutations
présentant 0 rencontre; ce sont les permutations qu’on appelle aussi les
dérangements de I’ensemble [n |. Une permutation présentant r rencontres est
alors caractérisée par la donnée d’un couple (J,d ), ou J est un sous-ensemble
de [n] de cardinal r et ou d est un dérangement de [n]\ J. Leur nombre
est donc (") x (n —7)!p,—,. La probabilité d’avoir exactement r rencontres

n—r i
est ainsi égale & (7') x (n — ) pp—y /0l = (1/r!) x (3 (=1)"/d!), qui est la
formule (1.2.1). =0
Remarque 2. — Le théoreme 1.2.2 fournit I'identité
7l
i=0
Cas particuliers. — 11 est intéressant de noter les formules :

P{X, =0} = i% et P{X

expressions qui tendent toutes deux vers e~! lorsque n tend vers I'infini. On
a encore P{X,, =n — 1} = 0 (s’ il y a au moins (n — 1) rencontres, il y en
nécessairement n) et évidemment P{X, = n} = 1/n!

THEOREME 1.2.3. — La fonction génératrice de X,, est donnée par :
n k
_ WXn] _ (s—1)
G(s) =E[s*"] = ZT
k=0
Démonstration. — Par définition

n n—r r

:ZOSTP{Xn:T} ZZ‘;'

r=0 ¢=0
d’otu, en faisant le Changement d’indlce 1=k —

7

n n

1 (k r k—r

ey S eSS (F)sen
r=0 k=r r=0 k=r

puis en échangeant ’ordre des sommations,

- 1 - k r —r _ - (8_1)k
:gﬁg(r)s(_”k =)~ U

k=0

COROLLAIRE. —  Tous les moments factoriels de X, sont égauxr a 1
Jusqu’a Uordre n (inclus), a 0 apres lordre n.
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Démonstration. — Faisons le changement de variable s = 1 4+ u dans la
fonction génératrice. On obtient :

n uk n uk
Gltu)=> F7=1+2 17
k=0 k=1 )

d’olt le résultat en vertu de la Proposition 2.5 du chapitre 9. []

Cas particuliers. — Pour n > 2 on retrouve les résultats de la Proposition
1.2.1 : E[X,] = 1 et VarX,, = IE[X%] - (]E[Xn])2 = IE[X,QL] - E[X,] =
E[X,(X,—-1)]=1.

THEOREME 1.2.4. — La suite (X,,) (n > 1) tend en loi vers une variable
aléatoire de Poisson de parametre 1.

Démonstration. — Fixons r > 0 et prenons n > r. Alors P{X,, = r} =
(1/r!) T.Lz_:r(—l)i/i!, une quantité qui tend vers e~!/r! lorsque n tend vers
l’inﬁni.zzo

Une autre démonstration consiste a faire appel au Théoreme 4.1 du
n

chapitre 9 en considérant la fonction génératrice G(s) = 3 (s —1)¥/k! et en
k=0

constatant que, lorsque n tend vers l'infini, G(s) tend vers e*~1, qui est la

fonction génératrice de la loi de Poisson P(1). []

Il est bon de noter, en parallele avec le Théoreme 1.2.4, que tous les
moments factoriels de P(1) sont égaux a 1.
On peut estimer la vitesse de convergence de la loi £(X,,) de X,, vers P(1).

THEOREME 1.2.5. — Soit Y une variable aléatoire de loi P(1). Introdui-
sons la distance en variation d définie par

d(X,,Y) = %Z IP{X, =k} —P{Y =k}|.

k>0
Alors
n 1 1 n
d(X,,Y) < — ~ )
K Y) s O T2t~ e 1)
Démonstration. — Ecrivons :
2d(X Y)—il(7§<_l)i—e_l> +e ! Z i—A+B
mes k! il k' '
k=0 i=0 E>n+1

D’abord la série Y (—1)%/i! (de somme e~1) est une série alternée. La valeur
i>0
absolue de son terme général tend vers 0 en décroissant. En remplacant sa
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somme par une somme partielle, on commet une erreur dont la valeur absolue
est majorée par la valeur absolue du premier terme négligé. On a donc :

"1 1 1 " /n+1
A< — =
_l;)k!(n+1—k)! (n—l—l)!k_O( k )

n+tl on+1
(n+1 'Z< )Z (n+ 1)

On a d’autre part

' Y
k>n+1k Fn—i—l)

1
n+1

1 1
I‘(n+1,1):/ t"e_tdtg/ t"dt =
0 0

Il en résulte
1 1
" (n+1)T(n+1)  (n+1)!

1

Terminons ce paragraphe par une étude asymptotique de la probabilité
qu’il y ait un nombre impair de rencontres. Comme on va le voir, la valeur
limite de cette probabilité est strictement inférieure a %

En particularisant la formule (1.1.4) au probléeme des rencontres, B,
est I’évenement «il y a un nombre impair de rencontresy; d’autre part

P(E;, ---E;,) = (n—k)!' /Kl On en tire :

- w1 (M) (n—k)! ~ k1 n! n—k)!
P(B.) =) (-2) (k)( nl ) :;(_2) Kl (n k:)!( n!)

k=1 =1

1~ (—2)F 1 /= (—2)F 1 1 (—2)*
X TS )= S
2 k! 2 k! 2 2 k!
k=1 k=0 k=0
une quantité qui tend vers % — %6_2 ~ 0,43233 lorsque n tend vers l'infini.
2. Un probleme de temps d’atteinte. — Nous nous proposons

d’étudier, dans un cas tres particulier, le probleme du temps d’atteinte d’un
processus stochastique, c¢’est-a-dire d’une famille (S;) (¢ € T) de variables
aléatoires réelles, dans un sous-ensemble fixé D de R. Il s’agit de donner des
informations sur le premier instant ¢ pour lequel S; appartient a D.

Nous prenons ici pour ensemble T I’ensemble N des entiers positifs et pour
processus stochastique la famille (S,,) (n € N) des variables aléatoires définie
par So =0et S, = X1 +---+ X,, (n > 1), ou (X,) (n > 1) est une suite de
variables aléatoires, indépendantes, uniformément distribuées sur l’intervalle
[0,1]. Enfin, on prend pour D la demi-droite ouverte D =|1, +00].
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Nous nous proposons donc d’étudier la loi de probabilité du premier
instant N ou la somme S, = X; + --- + X,, atteindra D, autrement dit
d’étudier la variable aléatoire N définie par

(2.1) N =inf{n>1:5, > 1}.

Il est clair que N prend ses valeurs dans {2,3,...}. D’autre part, par
définition méme, on a les propriétés

(2.2) Sno1 < 1, Sn > 1,
ainsi que l'identité ensembliste
(2.3) {N>n}={5, <1} (n>0).

Notons que la derniere identité est bien valable pour n = 0 puisque 'on a
posé : Sy = 0.

LEMME 2.1. — Posons F,(t) = P{S,, < t} (t > 0). Alors, pour tout
t€0,1], on a : Fy(t) =t"/n!
Démonstration. — Pour n = 1 la propriété est vraie. Elle découle

de D'expression-méme de la fonction de répartition de X;. Procédons par
récurrence sur n en supposant que l'on a F,,(t) = ¢"/n! pour t € [0, 1]. Pour
tout ¢ € [0, 1] il vient alors

Fn—i-l(t) = P{Sn—i-l < t} = P{Sn + Xpp1 < t}

t
:/ P{S, + X1 < | Xpir = 2} da
0

t
:/ P{S, <t—x|X,41 = z}dx,
0

d’on, puisque S,, et X, +1 sont indépendantes

t
Foi1(t) = /0 P{S, <t —x}dx,

soit, en vertu de I’hypothese de récurrence

A L
Fn+1(t)—/0 i o

Remarque. — L’expression de la fonction de répartition de .S,, pour le seul
intervalle [0, 1] suffit pour le calcul de la loi de probabilité de N. Notons que
la densité de S,, sur tout U'intervalle [0,n] a été donnée dans I’exercice 7 du
chapitre 11.

PROPOSITION 2.2. — La variable aléatoire N admet

1
a) la fonction de survie P{N >n} = — (n = 0),
n!
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P{N =0} =P{N =1} =0,
b) la loi de probabilité

P{N:n}:n' (n22).
n!

Démonstration. — Pour n = 0 on a P{N > 0} =1 =1/0!. Pour n > 1
il résulte de (2.3) que P{N > n} = P{S,, < 1} = ( ). Or, d’apres le

Lemme 2.1, F(1) = 1/n!
Pour obtenir la loi de probabilité de N on note d’abord que P{N =n} =0
pour n = 0, 1. Par ailleurs, pour n > 2, il vient :

1 1 n—1
PROPOSITION 2.3. — L’espérance mathématique de N est donnée par :

E[N] = e.

Démonstration. — En effet, E[N] = Y P{N > n}, d’ou, d’apres la Pro-
position 2.2 a), E[N] = > (1/n!) =e. 720 ]
n>0

PROPOSITION 2.4. — Désignons par G(s) = E[s™] la fonction génératrice
de N. Alors

G(1+w) —1—|—ZT€—

r>1

1l en résulte que, pour tout r > 1, le moment factoriel d’ordre r de N est
donné par : EIN(N —1)--- (N —r+1)] =re.

Démonstration. — En effet,

n—1 sn1 s"

G — n = i R

(s) Z nl o T F (n—1)! Z n!

n>2 n>2 n>2
s" s™ s
=s i a:s(e—l) (e —1—13s)
n>1 n>2
=(s—1)e’ +1,

d’ou, en faisant s = 1 + u,

_ 1+u _ ﬁ
G(1+u)=ue +1_1+U€Zn!
n>0
n+1

:1+€Zun| ,

n>0

enfin en faisant le changement d’indice n+l=r
G(l—i—u):l—f—ez( 1+Z7“e—.
r>1

L’expression du moment factoriel d’ordre » > 1 résulte alors de la Proposition
2.5 du chap. 9. []
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3. Acheminement du courrier par voie hiérarchique. — Un fonc-
tionnaire recoit une lettre qui doit étre acheminée au ministre par voie hiérar-
chique. Il est impératif que la lettre parvienne au ministre avant 1 heure,
apres avoir transité par les n échelons reglementaires Fy, ..., E,. Le dernier
échelon F,, symbolise le bureau du ministre. On fait les hypotheses suivantes :

a) La lettre parvient au fonctionnaire de base, a I’échelon Ej, & une date
uniformément répartie entre 0 heure et 1 heure.

b) La lettre est transmise immédiatement a 1’échelon E; (on convient
que 'apposition de la signature du fonctionnaire et I’envoi physique de la
lettre sont instantanés) et y parvient a une date uniformément répartie entre
I’instant ou elle a été envoyée de I’échelon Ej et 1 heure.

c) Pour tout k =1,...,(n— 1) le fonctionnaire a 1’échelon Ej transmet
la lettre a I’échelon Ejy; et la lettre y parvient a une date uniformément
répartie entre 'instant ou elle quitte 1’échelon Ej et 1 heure.

On désigne par X la date a laquelle la lettre parvient a ’échelon Ej et
par X1, ... , X, les dates auxquelles elle parvient aux échelons Fq, ... , F,.
On se propose d’étudier la loi de probabilité de X,,.

Dans ce modele, on impose que la lettre parvienne au ministre avant
1 heure, de sorte que X,, < 1. On pose : Y,, = 1— X, > 0. Les fonctionnaires
situés aux échelons élevés vont disposer de moins en moins de temps pour
faire transiter la lettre a I’échelon supérieur. C’est la rancon du pouvoir !

ProprosIiTION 3.1. —  La wvariable aléatoire Y, = 1 — X,, admet la
représentation suivante :

Yn:UOUl Una

ot (Uy,Uy,...,U,) est un systéme de (n + 1) variables aléatoires indépen-
dantes, chacune étant uniformément répartie sur l'intervalle |0, 1].

La loi de Y,, est explicitement donnée dans ’exercice 8 du chapitre 15.

Démonstration. — Posons Yy, = 1 — Xj (K = 0,1,...,n). On a par
définition : 0 < Y, < Y,,_; < --- < Y] <Yy < 1. Introduisons les
variables aléatoires Uy = Yy, Uy = Y1 /Yy, ... , U, =Y, /Y,_1, qui prennent
leurs valeurs dans |0,1]. On a naturellement Y,, = UyU; --- U,, et tout
revient a montrer que le systéeme de variables (Ug, Uy, ...,U,) ainsi défini
est un systeme de variables aléatoires indépendantes, chacune uniformément
répartie sur |0, 1].

Pour ne pas alourdir les notations et sans néanmoins nuire a la généralité
faisons la démonstration pour n = 2. Soient yg, y1, Y2 trois nombres vérifiant
0 <y <y <y < 1. 0On a, par définition, en utilisant les notations usuelles
sur les densités :

1 Y
fyvo (yo) = 1}0,1](?/0), Iy |y0(y1 |yo) = %110,1] (y_()),

1 Y2
Ivs |Y1,Yo(y2 |y1,90) = Ivs | Y1 (Y2 |y1) = —1]071] (—>;
n U1
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d’otu la densité conjointe de (Yp, Y7, Ys) :
Jvo.v1,v2) W0, 15 92) = fvo (Wo) fri | vo (W1 1 90) fya | va,ve (W2 | W1, v0)

1
= Mf]o,l](yo) I]o,l] <y ) I]o 1] <zj>

Pour obtenir la densité conjointe de (Uy, Uy, Us) on fait le changement de
variables ug = yo, u1 = y1/Y0, u2 = y2/y1. Les variables ug, ui, uy sont
toutes comprises entre 0 et 1 et 'on a : yg = ug, y1 = uou1, y2 = uguiusz. Le
jacobien de cette derniere transformation est donnée par

D(yo,y1,92) _ o
IR = g
D(UO,Ul,Ug)

J =

Par suite la densité conjointe de (Up, Uy, Uz) est donnée par :

g(Uo,Ul,UQ)(U’O?ul?uZ) = f(Yo,Y1,Y2)(y07y17y2) ‘Jl
= ——1)0,1)(u0) Bo,17(w1) Ljo,17 (u2) Uiy
UgUi
:]]0,1](U0)I]o,1](“1)f]0,1}(u2)' D

Il résulte de la précédente proposition que pour tout r > 0 la variable
aléatoire Y,, admet un moment d’ordre r donné par

ry - 1 __ rmyntl 1
ElY,] = kl;[oE[Uk] = (E[g]) " = )

PROPOSITION 3.2
a) Y, — 0 en moyenne d’ordre r > 0, donc en probabilité.
b) Y, £50.

Démonstration. — La premiere assertion résulte du fait que 1/(r 4+ 1)"*!
tend vers 0 quand n tend vers 'infini. Quant a la seconde, on note que la
série de terme général 1/(r + 1)"*! est convergente. Le résultat en découle
en vertu de la Proposition 4.4 du chapitre 16. []

En fait, on peut démontrer un résultat encore plus fort a savoir que Y,, =
0(1/2"1) presque siirement, comme il résulte de la proposition suivante.

PROPOSITION 3.3. — La suite de terme général Z,, = 2"*1Y,, converge
presque surement vers 0.

Démonstration. — Posons Vi, = 2U (k=0,...,n). Alors (Vo, V1,..., Vy)
est un systeme de (n+1) variables aléatoires indépendantes, dont chacune est
uniformément distribuée sur [0,2]. On a donc Z,, = 2"T1Y, = VyV; -V,

dot E[Z,/%] = H E[V,."?] = (E[V;"*])"*1. Or B[V,/?] = § [§ Vade =
2v2/3 =a < 1. On en déduit que la série de terme général E[Z}lm] =

est convergente. La Proposition 4.4 du chapitre 16, appliquée a r = % permet
de conclure. []
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Remarque. — Le fait que la suite de terme général Z,, converge pres-
que strement peut étre déduit de la théorie des martingales. En effet
(Vo, Vi,..., V) est un systeme de (n+ 1) variables aléatoires indépendantes,
identiquement distribuées, a wvaleurs positives et d’espérance mathématique
égale a 1. La suite de terme général Z,, = VoV .-V, vérifie alors triviale-
ment les propriétés : E[Z,] = 1, E[Z,, | Zo, Z1,.. ., Zn-1] = Zn-1 (n > 1).
C’est la définition-méme d’une martingale positive. Or un théoreme classique
affirme que cette martingale converge presque stirement vers 0, sauf dans le
cas banal ou les termes de la suite dont on prend les produits partiels sont
presque strement égaux a la constante 1.

4. Fractions continues. — Soit (g,) (0 < n < N) (resp. (¢n) (n > 0))
une suite finie (resp. infinie) d’entiers tels que gy > 0 et tels que g, > 1 pour
tout n =1,2,..., N (resp. pour tout n > 1). Pour tout n tel que 0 <n < N
(resp. pour tout n > 1) le nombre rationnel [qo; g1, - - ., ¢,] défini par

1
(4.1) (905 q1, -+ qn] = qo +

@+ —

S
+_
qn
est appelé convergent d’ordre n de la suite (g,) (0 < n < N) (resp. de la suite
(gn) (n >0)). On dit que la suite formée par ces convergents est une fraction
continue finie ou une fraction continue (infinie), suivant que la suite initiale
des ¢, est finie ou infinie. Les nombres entiers qq, q1, g2, ... s’appellent les
quotients partiels de la fraction continue.

La wvaleur d’une fraction continue finie est définie comme son convergent
de plus grand ordre, soit [qo;q1,-..,qn] avec les notations précédentes. On
démontre (voir, par exemple, Hardy et Wright,? chap. 10) que la suite des
convergents d’une fraction continue infinie converge vers une limite, disons x.
On dit alors que la fraction continue a pour wvaleur x. Il est coutumier de

représenter la valeur x comme [qo; g1, 2, - . - |, ou comme
1
(4.2) x=qo+ .
q1 +
. 1
qn + 1
Gn+1 + —
L Voir, par exemple, Neveu (Jacques). — Martingales & temps discret. — Paris, Masson,
1972.
2 Hardy (G.H.) and Wright (E.M.). — An introduction to the theory of numbers.

Oxford Univ. Press, new edition 1979. L’ouvrage publié pour la premiere fois en 1938
a eu de multiples rééditions et reste un grand classique.
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On démontre (op. cit.) que pour tout nombre rationnel r il existe exactement
deux fractions continues finies de valeur . On démontre encore (op. cit.) que
pour tout nombre irrationnel x il existe une fraction continue infinie unique
ayant pour valeur x.

Autrement dit a tout nombre irrationnel x correspond une suite unique
(¢n) (n > 0) de nombres entiers strictement positifs telle que 1'identité (4.2)
soit satisfaite.

Du fait de 'unicité du développement de x en fraction continue, on a les
propriétés suivantes :

(4.3) 0<z<1= qgy=0 et gg = partie enticre de é
Dans ce paragraphe, partant d’'un nombre x supposé étre la réalisation
d’une variable aléatoire X (dans une épreuve w), nous donnons explicitement
une loi de probabilité de X telle que les différents quotients partiels q1, ¢o,
. soient les réalisations de variables aléatoires QQ1, @2, ... ayant toutes une
loi commune. Nous distinguons deux cas, suivant que la variable aléatoire X
est a valeurs dans ]0, 1] ou dans |1, +o0[.

4.1. Variable aléatoire a valeurs dans ]0,1[. — Considérons une variable
aléatoire X a valeurs dans |0, 1], de loi diffuse et de fonction de répartition F.
La probabilité pour qu’elle prenne une valeur dans Q est nulle. On peut donc,
avec une probabilité égale a 1, la développer en fraction continue infinie :

1
X = 1 :[05Q17Q27"']7
Ql + 71
Q2+ —
ou les quotients partiels @1, ()2, ... sont des variables aléatoires a valeurs

dans N* = {1,2,...}.

D’apres (4.3), Q1 est égal a la partie entiere de 1/X. Par conséquent, la
différence 1/X — @1 est une variable aléatoire a valeurs dans ]0, 1], notée Y.
Exprimons d’abord la loi de probabilité conjointe de (Q1,Y") en fonction de F.
Pour tout entier k£ > 1 et tout y €]0,1[ on a :

1 1
1

1
={h< g <htyl={——<X<

kE+uy g

| =

D’ou la loi de probabilité conjointe de (Q1,Y) :

h(k,y) = P{Q1 =k, Y <y} = F(%) —F(ﬁy)
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On en déduit les lois marginales :

1 1
(41.1)  7(k) = P{Q: = k} = h(k,1) = F<E> - F(k—ﬂ>
1
P B = = > — — .
(41.2)  r(k) n;j(n) P{Q, > k) F(k>
1 1
pu— < f— — - S -
(413) Gy) =P{Y <y} = h(k.y) Z<F<k> F<k+y>>.
k>1 k>1
THEOREME 4.1.1 (Gauss). — Soit Fy la fonction de répartition définie
par
0, stx <0;
1 ‘
(4.1.4) Fi(z) = LOgQLog(l—l-:L’), si0<z <1,
1, six > 1.

Si X est une variable aléatoire admettant F1 pour fonction de répartition,
alors les quotients partiels Q1, Q2, ... de son développement en fraction
continue sont identiquement distribués. Leur loi commune est donnée par :

1 1

Démonstration. — Substituons 'expression de F; donnée par (4.1.4) a F

dans les formules (4.1.1)—(4.1.3). On obtient pour k € N* et y €]0,1] les
expressions :

m(k) = P{Ql_k}_ﬁ(Log(lﬂL%) Log<1+%+1))

(4.1.5)  r(k) =P{Q1 >k} = —L"g(l * k:>
Gly) = Log2 ( 51+ ) Log(1+ k+y )>
Log2 ( ( ) Log( y >)

Log(1 + y).

B Log2

On constate que G(y) = F1(y) : la variable aléatoire Y a méme loi que X.
On effectue alors sur Y la méme opération que sur X en introduisant le
deuxieme quotient partiel ()s. Il admet donc la méme loi que Q1. On peut
ainsi continuer pour tous les autres quotients partiels. []
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4.2. Variable aléatoire a valeurs dans |1,400[. — Supposons maintenant
que X soit a valeurs dans |1, +o0[, de loi diffuse, de fonction de répartition F.
Avec une probabilité égale a 1 on peut développer X en fraction continue
infinie :

X =[Qo; Q1,Q2,...].

Ici Qg est égal a la partie entiere de X, donc @y € N* et la différence X — Qo,
que nous posons égale & Y, est une variable aléatoire & valeurs dans |0, 1].
Pour tout k& € N* et tout y €]0,1[ on a :
{Qo=k Y <y}={k<X<k+1,X-k<yl={k<X<k+y}

On en déduit la loi de probabilité conjointe de (Qg,Y)

puis les lois marginales :

(4.2.1) (k) =P{Qo =k} = h(k,1) =F(k+1) — F(k);

(4.2.2) r(k) =Y m(n) =P{Qo > k} =1 - F(k);

n>k
(423) Gy =P{Y <y} =) hlky) =) (Flk+y)-F(k)).
E>1 E>1

Ces calculs permettent d’obtenir un résultat analogue au résultat énoncé
dans le Théoreme 4.1.1.

THEOREME 4.2.1 (Gauss). — Soit Fy la fonction de répartition définie
par
1, st <1;
_ = 1
(4.24) 1= Fa(z) — Log(l + ), st x> 1.
Log2

Si X est une variable aléatoire admettant Fo pour fonction de répartition,
alors les quotients partiels Qqy, Q1, Q2, ... de son développement en fraction
continue sont identiquement distribués. Leur loi commune est donnée par :

1 1
P{QOZk}:@Log<1+E) (k=1,2,...).

Démonstration. — Comme pour le précédent théoreme, on remplace la
fonction F qui apparait dans les formules (4.2.1)—(4.2.3) par la fonction Fo
donnée en (4.2.4). On obtient pour k € N* et y > 1 les formules :

(k) = I 1gQ (Log(l + ]1) Log(l + %4—1))

(4:2:5) (k) = P{Qo > k} = o5 Log(1+ 1 )

=P 0= iy a4 1) 1o ).
k>1
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En utilisant le méme calcul que dans la démonstration du Théoreme 4.1.1 on
en déduit : 1

CW) = o > (Los(1+7) ~Los(1+ 7))

k>1

= Log(1 .

Tos2 og(1+y)

On constate que G(y) = F1(y) donnée dans le Théoreme 4.1.1. On peut donc
appliquer ce dernier théoreme a Y et ainsi développer Y en fraction continue
[0; Q1,Q2,...]. On constate, en comparant (4.1.5) et (4.2.5) que les quotients
partiels Qq, Q1, Q2, ... ont la méme loi. []

Remarque. — 11 est tout a fait remarquable de trouver cette méme
distribution pour tous les quotients partiels d’une fraction continue. Les
démonstrations des deux théoréemes ne sont que de simples vérifications. Le
plus difficile était d’imaginer des lois F; et F5 qui convenaient. Nous sommes
ici redevables du grand talent de Gauss.

5. Une application de la formule de Bernstein. — Une urne contient
n boules numérotées de 1 a n (n > 1). On procede a une suite de tirages avec
remise et ’on se propose d’étudier le nombre X de tirages nécessaires pour
amener, pour la premiére fois, une boule déja tirée. Comme toute suite de
longueur (n+1) dont les termes sont pris dans {1,2,...,n} contient au moins
deux termes qui sont égaux (principe des tiroirs), la variable aléatoire X est
a valeurs dans {2,...,n+1}.

On peut prendre comme ensemble fondamental €2 I’ensemble de toutes
les suites de longueur (n + 1) dont les termes sont pris dans {1,2,...,n} et
Iéquirépartition sur 2. L’événement {X > k} (k = 1,...,n) est identifié
au sous-ensemble de €2 de toutes les suites dont les k premiers termes sont
distincts. Son cardinal est évidemment (n!/(n — k)!)n"*1=*. On a donc

n! 1 1 nl

PIX>k\=___"" n+l—k ==

{ ' (n—k)! " ntl  nk(n—k)!

Puisque P{X > 0} = 1, cette formule est encore vraie pour k = 0. C’est la
fonction de fiabilité de X. La loi de probabilité de X vaut

ked{l,...,n}.

n!
nk(n —k+ 1)
ke{2,...,n+1}.

P{X =kl =P{X>k—1} —P{X >k} = (k—1)

Son espérance mathématique est égale a

E[X]zZP{X”}:"gm’

k>0
une expression qu’on peut récrire, en posant n — k = j,
no
n! n’
E[X] = E

nn g1
i=o 7
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L’étude du comportement aymptotique de E[X] lorsque n tend vers l'infini
ne parait pas aisée; il est remarquable que la formule de Bernstein, établie
au chap. 18, Remarque 1 de la Proposition 2.3 conduise au but. Rappelons

cette formule :
n

J 1
e_”znf%§ (n — 400).

= 7!

Il vient alors E[X] ~ 5—'6”, d’otl, en définitive, en utilisant la formule de
nn
Stirling n! ~ (n/e)"v/2mn, Pestimation : E[X] ~ 1/% (n — 400).

6. Le modele de la diffusion d’Ehrenfest. — Imaginons un certain
nombre a > 2 de boules numérotées de 1 a a et réparties dans deux boites A
et B. On considére 'opération suivante : & chaque instant entier (par exemple
a chaque seconde a partir de l'instant 0) on choisit au hasard (c’est-a-dire
avec I’équirépartition) un nombre entier dans {1,...,a} et 'on déplace la
boule portant le numéro prélevé de sa boite dans ’autre. On procede a une
suite illimitée d’opérations de ce type et 'on suppose que les tirages effectués
a des instants distincts sont indépendants. On définit 1’état du systeme (A, B)
comme étant le nombre de boules situées dans la boite A; on voit qu’il y a
(a+1) états : 0, 1, ... , a. On désigne par X,, (n > 0) I'état du systeme a la
date n.

Supposons qu’a un certain instant le systeme soit dans 1'état ¢ €
{0,1,...,a}, clest-a-dire qu’il y ait i boules dans la boite A. A l'instant
suivant, il sera nécessairement dans I'un des deux états ¢ — 1, 7 + 1 selon que
I’on aura tiré une boule de A ou de B. Il y a deux exceptions a cette regle :

1 = 0, auquel cas seule la transition 0 — 1 est possible;

1 = a, auquel cas seule la transition a — a — 1 est possible.
La probabilité p;; pour que le systeme, se trouvant dans 1’état i a la date n,
passe dans I'état j a la date suivante (n+ 1) est parfaitement définie; elle ne
dépend que de ¢ et de j, mais non de n, un fait dont nous avons tenu compte
dans la notation. On 'appelle la probabilité de passage de ’état ¢ a I’état j. La
matrice P = (p;;) (0 < 7,7 < a) est appelée matrice de passage. Cette matrice
est I’élément de base de la définition des chaines de Markov homogenes, (cf.
chap. 10, exercice 9), dont I’étude ne sera pas abordée ici, d’autant que la
propriété principale du modele d’Ehrenfest peut étre démontrée sans faire
appel a cette étude.

Dans le cas présent, on a :

Dii—1 =

Dii+1 =
pij =0, (1,7 €{0,1,...,a}, |i —j] # 1).
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(La premiere relation est encore valable pour i = 0, de méme la deuxiéme
relation est encore valable pour ¢ = a, mais elles donnent toutes deux des
valeurs nulles aux probabilités.)

En notant ¢ — j le fait que p;; > 0, on voit que I'on peut codifier les
transitions en une opération dans le diagramme suivant :

0| —| 1 — — |la—-1] — | a

Voici le théoreme qui donne toute son importance au modele d’Ehrenfest.

S 2 n
THEOREME 6.1. — On a : E[X,] g - (1 - —) (E[XO] - g)
a
Démonstration. — Par définition de I’espérance mathématique condition-
nelle on a :
E[Xn] = E[E[Xn | Xn—l]]
= P{X,_1 =i} E[X, | Xn_1 =1].
i=0
Or
E[X, [ Xn1=i] =pii—1 X (1 = 1) + piig1 X (i +1)
i i 2
=li-1 (1——) 1 :(1——)' 1;
a(z )+ . (14+1) - i+
d’ou
2 a
E[X, :(1——) P{X, =i} +1
) = (122 Pty = +
2
- (1 - —) E[X,_1] + 1,
a
ou encore
a 2 a
E[X,] - 2 = (1——><]EXn, ——).
X - 5= (1-2) (BlX] -
D’otu le résultat par itération sur n. []
Remarque 1. — 1l résulte du théoreme précédent que, quel que soit E[X],

la suite de terme général E[X,,| converge exponentiellement, lorsque n tend
a

vers 'infini, vers 2 la moitié du nombre total de boules. Le cas ou Xy = a,

c’est-a-dire le cas ou a la date 0 toutes les boules sont dans la boite A, est

a 2\" a
particulierement intéressant. Dans ce cas E[X,,] — 5= (1 — —) 2 d’ot il
. . a a .
résulte que E[X,,] converge en décroissant et exponentiellement vers —. Si

I’on assimile les boules aux particules d’un gaz enfermé, a la date 0, dans la
boite A, ce gaz diffuse dans la boite B et a la longue il y aura en moyenne
autant de particules dans la boite A que dans la boite B. C’est exactement
ce que le modele d’Ehrenfest montre.
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Remarque 2. — 11 est clair que la suite (X,,) (n > 0) elle-méme ne tend
vers une limite, ni presque stirement, ni méme en probabilité, puisque pour
tout n >1onal|X,—X,_1|=1.

7. Vecteurs aléatoires uniformément répartis sur la sphere-unité
de R"”. — Les résultats de ce paragraphe seront utilisés dans le probleme
de probabilité géométrique étudié a la fin de ce chapitre.

Soient n > 2 et X = (Xi,...,X,,) un vecteur aléatoire uniformément
réparti sur la sphere-unité de R™. Comme les composantes Xi, ... , X,
ont toutes méme loi de probabilité, nous étudions la loi de probabilité de la
premiere composante Xj.

PROPOSITION 7.1. — La loi de probabilité de X1 admet une densité f(z),
nulle pour |z| > 1 et qui, pour |x| < 1, est donnée par :
1 I'(n/2)

r)=c — =2 e, = =
Fla) = en (1 =2) 92, oi, = <o WP

Pour n = 2 cette loi de probabilité est la loi Ay de I’Arcsinus et pour n = 3
n’est autre que la distribution uniforme sur | —1,+1[.

Démonstration. — La loi de X; coincide avec la projection orthogonale,
sur I'axe 0x1, de la masse-unité uniformément répartie sur la sphere-unité.

Déterminons cette projection. Le volume d2e la boule B, (0, R) est donné par
n

T n
ValR) = I'(1+n/2) &
et aire de la sphere S,,_1(0, R) par
d 7I.n/2
n-1(R) = —=Vo(R) = et
on-1(R) = TR Va(B) = 25055

Prenons R = 1 et projetons la mesure aréolaire portée par S,,_1(0,1) sur
I’axe O0x;. On obtient de la sorte une distribution de masses sur R, de
densité g(x), nulle pour |z| > 1 et qui, pour |x| < 1, est donnée par :

g(x)dr = 0,_2(V1 — 22)ds avec vV1 — 22 ds = dz. D’ou
1 7I.(n—l)/2
r)=0opo(V1—22)—=2———
On en déduit la densité normée f(z) = g(z)/o,—1(1), expression qui, apres
simplification, est celle de I’énoncé.

(1 . x2)(n—3)/2.

Dans I’énoncé suivant, E est un sous-espace vectoriel de R", de dimension
k > 2. On désigne par E+ son complément orthogonal et par p, q les
projections orthogonales de R™ sur E, E*, respectivement. On pose ensuite

U=poX, V=goX

et on désigne par U* le vecteur aléatoire normé |U|~1U (défini hors de
I’ensemble négligeable {|U| = 0}).

PROPOSITION 7.2. — Le vecteur aléatoire U* est uniformément réparti
sur la sphére-unité de E.
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Démonstration. — Etant donnée une rotation p de E, considérons la
rotation p de R™ caractérisée par les conditions pop = pop, gop = q. Posons
X' =poX. On a alors

polU*=|poX'|"1po X/, V=gqgoX'

En outre, X’ a méme loi que X. Il en résulte que le couple (poU*, V') a méme
loi conjointe que le couple (U*,V). Cela suffit pour conclure. []

PROPOSITION 7.3. — Pour tout n > 2 désignons par ¥, la fonction de
répartition de X;. Alors la suite (F,,) est croissante.

Démonstration. — Plagons-nous dans les hypotheses de la Proposition 7.2
et prenons pour F 'espace vectoriel engendré par les (n—1) premiers éléments
de la base canonique de R". La premiere composante X; de X coincide alors
avec la premiere composante U; de U. D’autre part, UF = |U|71U; est la
premiére composante de U* = |U|~t U, qui, d’apres la Proposition 7.2, est
uniformément répartie sur la sphere-unité de R*~!. L’inégalité F,,_; < F,,
résulte alors du fait que 'on a : X1 =U; < |U|7*U; = U;. []

8. Un probleme de probabilité géométrique. — Les «probabilités
géométriques ) étaient a la mode a I’époque ou le calcul des probabilités
était dans son enfance. Les problemes de I’aiguille de Buffon, de la baguette
brisée, ... ont exercé la sagacité de nombreux mathématiciens. Dans ce
paragraphe, nous nous proposons de résoudre un probleme qui s’apparente a
cette discipline et qui a été posé par Williams.?

PROBLEME. — Trois navettes spatiales échouent sur une planéte aux
points P, QQ, R ; ces points sont indépendants et uniformément distribués sur
la surface de la planéte (assimilée a une sphére de centre O et de rayon 1).
Deux navettes « communiquent directement par radio» si ’angle qu’elles
forment avec le centre 0 de la sphere est inférieur a 5. Par exemple, P
et () communiquent directement si POQ < 3. Alors la probabilité pour
que les trois navettes communiquent entre elles est égale a (w + 2)/(4w). 1
est précisé que deux navettes peuvent communiquer soit directement, soit

par l'intermédiaire de la troisiéme.

La méthode de résolution que nous utilisons ci-aprés nous a été fournie
par G. Letta et L. Pratelli.

Notons u - v le produit scalaire des deux vecteurs u, v de R? et U - V
celui des deux vecteurs aléatoires U, V dans R3, puis désignons par S la
sphere-unité de R3. Sur un espace probabilisé (2,2, P) donnons-nous trois
vecteurs aléatoires indépendants U, V, W, a valeurs dans S, dont chacun
admet comme loi la répartition uniforme p sur S et posons :

A={U-V>0}, B={V-W>0}, C={W-U>o0}.

3 Williams (David). — Probability with martingales. — Cambridge, Cambridge Math.
Textbooks, 1994, exercice EG2, p. 224.
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L’évenement dont on cherche la probabilité est donné par :

D=(ANnB)U(BNC)U(CNA).
Il peut s’exprimer comme réunion de trois évenements deux a deux disjoints :

(8.1) D=(ANB)U(BNCNA)U(CNANB®).

Pour calculer la probabilité de D nous utilisons les deux Lemmes suivants,
dont la démonstration sera donnée dans I’Appendice.

LEMME 8.1. — Si un vecteur aléatoire V', a valeurs dans S, admet comme
loi la répartition uniforme u, alors, pour tout élément uw € S, la variable
aléatoire réelle u-V admet comme loi la répartition uniforme sur l’intervalle
[—1,+1].

LEMME 8.2. — Pout tout élément v € S, désignons par H, [’hémisphére
ouvert, intersection de la sphére S et du demi-espace {u : u-v > 0}. Etant
donné un couple (v,w) d’éléments de S, tel que v-w > 0, on désigne par
a l'angle formé par ces deux vecteurs, soit a = Arccos(v - w). On a alors
w(Hy, NH_,) = a/(2m).

Nous sommes a présent en mesure de calculer la probabilité de D en
utilisant la formule (8.1)

a) D’apres le Lemme 8.1 on a :

P(AﬂB):/,u(dv)P{U-v>0,v-W>0}:i.
S

b) En utilisant le Lemme 8.2, puis le Lemme 8.1, il vient :

P(BNCNAY)=P{V-W>0,W-U>0,U-V <0}
:/u(dv)/ u(dw)P{w-U >0,U -v <0}
S H

v

= [ ntao) [ wtaw) i, ni-)

v

_ /S (dv) /H pldw) o Arceos(v )

v

1
= — u(dv)/ Arccos(v - W) dP
21 Js {v-W>0}
11 [t
= ——/ Arccost dt
27T 2 0
1 /2
= — rsinrdr = —.
A7 Jo s

1
On obtient de méme P(C'N AN B¢) = o d’ou
7r

1 1 1 T+ 2
PD)=-4+—4+ — = ~ 0,409155.
(D) 4+47T+47T 4 ’
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Généralisation. — Le probléeme précédent peut étre généralisé en rem-
placant R? par R® (n > 2). Le Lemme 8.2 demeure valable tandis que le
Lemme 8.1 doit étre modifié de la maniere suivante.

LEMME 8.1". — Si un vecteur aléatoire V', a valeurs dans la sphere-unité S
de R™ admet comme loi la répartition uniforme p, alors, pour tout élément
u € S, la variable aléatoire réelle u -V admet comme densité la fonction f

(1 — 22)(n=3)/2 ~ 1:
définie par : f(x) = {c (1—x?) . si|z] <1
0, stnomn ;

1 I'(n/2)
VAT((n—1)72)"
Pour résoudre le probleme généralisé, remarquons que ’on a exactement
comme dans le cas n = 3 les évaluations :

ol ¢, désigne la constante de normalisation c, =

(82) P(BNCNAT) = — / u(dv) / Arccos(v - W) dP.
2 Js {v-W>0}

Pour calculer cette derniére probabilité on utilise le Lemme 8.1’ :

1 !
P(BNCNAS) = 2—/ f(t) Arccostdt
T Jo

1 1 1 /2
= —cn/ (1 —t2)("=3)/2 Arccost dt = —cn/ x sin" "2 x da.
2 0 27 O

On obtient la méme valeur pour P(C'N AN B¢) et 'on trouve en définitive :

11 /2 1 I(n/2)
P(D)= -+ —c, in" 2 xd = —— .
(D) it /0 rsin" “xdr, avec c AT —1)/2)
Cas particuliers :
1 11 [/ 1 1
=2 =—, P(D)=-+4+— dr = -+ - =-=0,375.
" 2= (D) 4 + 2 Jo v =y * 8 ’
1 11 ("2 1 1 742
= == PD)=-4+— inrdr=-4+—= ~ 0,409155.
n=3,cs 5 (D) TR x sinz dz 4+27r yp 0,409155
Comportement asymptotique de la solution. — Désignons par p, la

probabilité que trois navettes atterrissant sur la sphere unité dans I'espace a n
dimensions (!) communiquent par radio. Nous nous proposons de montrer que
la suite (p,) est croissante et de calculer sa limite. A cet effet, considérons,
sur un espace probabilisé (2,2 P), une suite (X,) (n > 2) de variables
aléatoires réelles, ou X,, est la premiere composante d’un vecteur aléatoire
uniformément réparti sur la sphere-unité de R™. On a alors en vertu de (8.2)

1 1

Pn = — + —/ Arccos X, dP.
4w {X,>0}
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1
— —/ Arccos X, dP. La relation P{X,, > 0} = 1 permet
{

T J{X,>0}

Posons §,, =
d’écrire :

Oy = /{Xn>0} [E — Arccos Xn] dP = /[g — Arccoan]+ dpP,

c’est-a-dire en posant Y, = § — Arccos X,

/2 /2
(8.3) 6, = /Yn+ dP = / P{Y, > y}dy = / P{X, > siny} dy.
0 0

NS

La relation évidente E[X?2] = 1/n montre que la suite (X,,) converge vers 0
dans L2, donc en probabilité. 1l résulte alors de (8.3), en vertu du théoréme
de convergence dominée, que §,, — 0, c’est-a-dire que

1
lim Arccos X, dP = % et donc lim p, = 5

n—oo {X'n>0} n—oo

Reste & montrer que la suite (p,,) est croissante ou encore que la suite (dy,)
est décroissante. Or ceci résulte de (8.3) et de la Proposition 7.3 qui affirme
que la suite des fonctions de répartition des variables X,, est croissante. []

Remarque. — Le probleme a encore un sens pour n = 1. La «sphere»
est alors réduite aux deux points d’abscisses —1 et +1 et la condition «angle
inférieur & 7/2» équivaut a «angle nuly. Les trois navettes communiquent
donc si et seulement si elles atterrissent au méme point. Par suite, p; =
2(1/23) = 1/4 = 0,25 et la suite (p,) est bien croissante a partir de p; :
P1 = 0, 25, P2 = 0,375, P3 = 0,409, ce

Appendice. — Nous donnons, pour terminer, une démonstration des deux
lemmes 8.1’ et 8.2 et traitons directement le cas n > 2. Le Lemme 8.1’ n’est
autre que la Proposition 7.1. Il suffit donc de démontrer le Lemme 8.2.

Démonstration du Lemme 8.2. — On peut supposer u # w. Dans le cas
n = 2, une simple figure montre que le lemme est vrai. Dans le cas n > 3,
désignons par F le plan (sous-espace vectoriel de R™ de dimension 2) engendré
par les deux vecteurs v, w. En outre, désignons par p la projection orthogonale
de R™ sur E. Considérons alors, sur un espace probabilisé (£2,2(,P), un
vecteur aléatoire M uniformément réparti sur la sphere-unité de R™, posons
J = po M et désignons par J* le vecteur aléatoire normé |J|~!.J (défini hors
de ’ensemble négligeable {|J| = 0}). La Proposition 7.2 nous apprend que J*
est uniformément réparti sur le cercle-unité du plan E (a deux dimensions).
Or on a :

WHy NH_)=P{M e HyNH_,}=P{M -w>0,M-v<0)}
=P{J w>0,J v<0}=——

o’

ol I’égalité finale résulte du cas particulier n = 2 déja traité. []



SOLUTIONS DES EXERCICES

Chapitre Premier

1.

a) AB°C¢; b) AB°C; c¢)ABC; d)AuBUC; e) A°BCUAB°CU
ABC®UABC: f) AB°C®U A°BCC U A°B°C U A°B°C® ;
g) A°B°C®; h) A°BCUAB°CUABC®; i) (ABC)".

. Considérons les «atomes suivants dont la réunion est 2 : ABC, ABC*®,

ABcC, [AB°C¢], [A°BC], A°BC*, A°B°C, A°B°C*. D’apres ’énoncé, les
atomes entre crochets sont vides. On a donc :

a) AC®= ABC°U AB°C*° = ABC*.

c) B=ABCUABC°UA°BC U A°BC*. On voit que AC® C B.

. Considérons les «atomes) suivants dont la réunion est Q2 : EFG, EFGC,

EF°G, EF°G¢, E°FG, E°FG¢, E°F°G, E€F°G¢. Chacun des évenements
A, B peut s’écrire comme réunion disjointe d’atomes : A = EFGUEF°GU
E‘FG, B=FFGUEFG°UEF‘GUEF‘G°UE°FQG.

a) On voit que A C B.

b) On a A = B, si et seulement si EFG°U EF°G® = (), i.e. EG® =), i.e.
FE C .

Autre démonstration utilisant les fonctions indicatrices :

a) Ia = Ipurle = (g + Ir — Igr)lg = Igg + Irc — IEFG et Ip =
IE+IFG _IEFG- On voit que IA —IB = IEG —IE S 0, car EG C E;
donc A C B.

b) On a A = B, si et seulement si [y — Ig = 0, i.e. [gg — Ig = 0, i.e.
EG=F,ie. ECQG.

.a) AAB=A°BUAB et AA B®= A°B°U AB. D’ou le résultat.

b) Considérons la partition de 2 selon les atomes : A2 B°2(C*3, 1, €9,
g3 =0,1, ou 'on a posé A® égal a A ou a A€, suivant que € = 1 ou 0.
Alors chacun des évenements peut s’écrire comme réunion disjointe
d’atomes : AAB = A°BCUA°BC°UAB‘CUABC®; AAC = A°BCU
A°B°CUABC“UABeC®; d’ou (AAB)N(AAC) = A°BCUABC*. On
voit de fagon analogue que : AA (BUC) = A°BCUA°BC°UA°B°C'U
ABC. Ona (AAB)N(AAC)=AA(BUC) si et seulement si
A°BC“U A°B°C =0, i.e. A(BAC)=10,ie. BAC C A.

Chapitre 2
2. {0,{ab},{c},{a,b,c}}.
3.b) Fz3={0,{a},{c,d},{b,e},{a,b,e},{a,c,d, },{bc,d e}, Q}.

d) Fa=F2UFsU{{e},{a,e}, {b,c,d} {a,bc,d}}.
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4. a) Introduisons la relation d’équivalence R sur 2 définie par :
rRy<=VAcld [(zcA) & (yeci).
Les classes d’équivalence de cette relation appartiennent a 2 et forment
la partition désirée.
b) Non.

5. L’algebre 2 est engendrée par la famille (d’ensembles disjoints)
II={A7"N---NA} ouep,...,en = 0,1 et ot 'on a posé : A= = A
ou A€, suivant que € = 1 ou 0. Les éléments de cette famille peuvent étre
appelés les «atomes) ; tout élément de A est réunion (finie) d’atomes. La
famille IT a au plus 2" éléments, donc 2 a au plus 22" éléments.

6. Les dix propriétés se démontrent de la méme facon. Montrons-le pour Cs :
a) Ja,b] = [a,b] \ [a,a], dott T(C3) C B
b) [a,b] =]a,b]U () ]a—1/k,a]), dott B C T(C3).

k>1

7. Dans cet exercice, «dénombrabley signifie «au plus dénombrabley. La
condition est évidemment suffisante, puisque si €2 est dénombrable, alors
T(C) = P(2). Pour montrer qu’elle est nécessaire, on introduit la classe A
des éléments de () constituée des parties dénombrables de €2, ainsi que
de leurs complémentaires. Une simple vérification montre que 2 est une
tribu. Supposons a présent que T(C) = P(£2). Il résulte alors de la suite
d’inclusions C C A C P(Q) que T(C) = T(A) = P(N). Or puisque A est
une tribu, on a T(A) = A, d’oun, en définitive, A = P(Q). Ainsi toute
partie de  est soit dénombrable, soit de complémentaire dénombrable.
Or ceci ne peut avoir lieu que si 2 est lui-méme dénombrable. Si, en effet,
Q est non-dénombrable, il existe un sous-ensemble A € P(Q2) tel que A et
A€ sont non-dénombrables.

8. Prenons pour ensemble fondamental I’ensemble a trois éléments 2 =
{a, b, c} et désignons par A, (resp. Ay, resp. A.) la tribu engendrée par {a}
(resp. {b}, resp. {c}). Par exemple, A, = {0, {a}, {b, c}, Q}. Or 'ensemble
Ay U A, n’est pas une tribu, puisqu’il contient bien les éléments {b} et {c},
mais non {b,c}. De méme, les ensembles A. U A, et A, U A, ne sont pas
des tribus, mais la réunion A, U A, U A. en est une.

Chapitre 3
4. Appliquer la formule de Poincaré (cf. Proposition 3.1) aux évenements

¢ ... AS
1> y {dn n
P(AfU---UAZ) =) (-1)F! > P(AS N---NAS).
k=1 1< << <n
D’ou .
1-PAN--NA) =) (D" > (1-P(4;, U---UA4,)).
k=1 1<i1<--<ix<n

D ICIE ARSI S CNIRRIF)

k=1 1<y <--<ip<n
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n

Or (-1} =1 (=1-(1-1)"); d’ou le résultat.

5. a)

k=1

Il s’agit de montrer que d(A,B) > 0, d(A,A) = 0 et d(A,C) <
d(A, B) + d(B,C). 1l suffit de montrer cette derniere propriété; elle
devient évidente, si I’on représente chacun des évenements AAC, AAB,
B A C par les «atomesy : AANC = ABC°UABCC°UA°BC U A°B°C;
AANB = AB°CUAB°C°UA°BCUABC®; BAC = ABC°UA°BC°U
AB°C U A°B°C. On voit que AANC C (AA B)U(BAC). Dou le
résultat. On peut établir cette derniere inclusion de facon plus rapide
en observant que 'opération /A est associative et que A A A = () pour
tout A€ A. Onaalors: ANC=AANDAC=AANA(BAB)AC =
(AAB)A(BAC)C(AAB)U(BACQ).

On a P(AA B) = P(A) + P(B) — 2P(A N B), d’ou le résultat en
remarquant que P(AN B) < P(A), P(B).

Démontrons la premiere des inégalités. On pose : A, = liminf, A, =
U,,>1 Bn et By, = i>,, Ak (n > 1). Alors (B),) est une suite croissante
et A, = lim, B,. On a donc : P(A,) = P(lim,, B,,) = lim, P(B,,). Or
pour tout n > 1 on a: B, C A,, dou P(B,) < P(A,). Prenons la
limite inférieure des deux cotés et remarquons que, la suite (B,,) étant
croissante, on a : liminf, P(B,) = lim, P(B,) = P(A.). Il en résulte :
P(A,) < liminf, P(A,). Prenons Q@ = {-1,+1}, P{—1}) = 1/4,
P({+1}) = 3/4, A, = {(-1)"}. Alors liminf, A, = 0, limsup, A, =
Q, liminf,, P(4,,) = 1/4, limsup,, P(A,,) = 3/4, d’ou le résultat.

On montre que A est une algebre de la fagon suivante : 2 € 2, car ()
est cofini; ensuite, 2 est stable par passage au complémentaire. Il reste
a montrer que 2 est stable par réunion finie. Soient Aq,..., A4, € 2. Si
tous les A; sont finis, il en est de méme de |J!_; 4;, qui est donc un
élément de 2. Supposons qu’il existe un A;, soit Ay, qui ne soit pas fini.
Il est donc cofini. On a alors |J'_; A; D Ay, (U, Ai)¢ C A§ et Af est
fini; donc |J;_; A; est cofini, et par suite appartient & 2. Montrons que
20 n’est pas une o-algebre. Prenons () = N il suffit de remarquer que
I'ensemble | J,~,{2k} des nombres pairs est une réunion dénombrable
d’éléments de 2 (il n’est ni fini, ni cofini).

Il suffit de remarquer que lalgebre «(C) engendrée par C contient
I’ensemble 2 des parties finies et cofinies de 2; comme cet ensemble
est une algebre, on a : a(C) = 2.

On a tout d’abord P > 0 et P(()) = 0, puisque ) est fini. Montrons
que P est simplement additive, c’est-a-dire que pour toute suite finie
(A1,...,A,) d’éléments deux a deux disjoints de 2 on a :

(1) P(Q Ai> - iP(AZ-).
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10.

Si tous les A; sont finis, il en est de méme de | J-_; A; et on a la relation (1)
sous la forme 0 = 0+ - - -+ 0. Supposons qu’il existe un A;, soit A1, qui ne
soit pas fini; il est donc cofini. Puisque les A; sont disjoints, cet Ay est le
seul élément de la suite (A1, ..., A;,,) qui soit cofini; comme (J!'_; A; est lui-
méme cofini, on a la relation (1) sous la forme 1 = 140+- - -4+0. Montrons
enfin que P n’est pas o-additive sur 2. Prenons Q@ = N; A, = {n}
(n € N). La suite (4,,) est une suite d’éléments deux & deux disjoints
de A dont la réunion N appartient a 2. Si P était o-additive, on devrait
avoir P(N) =P( U {n}) = 3 P({n}), c’est-a-dire 1 = 0, ce qui est une
contradiction. 720 n=0

Les démonstrations sont analogues a celles de ’exercice 7. Remarquons
que si «dénombrable » signifie «infini dénombrable », alors 2l n’est pas une
algebre. En effet, puisque {2 a une puissance strictement supérieure a celle
du dénombrable, I'ensemble ) n’est ni dénombrable, ni codénombrable
(Q° = () est fini, et non «infini dénombrabley); donc 2 & 2.

Considérons la partition IT = {AT* N---NAS" 1 e1,...,6, = 0,1} de Q, on
I'on a posé A° = A ou A€, suivant que € = 1 ou 0. Appelons «atomes) les
éléments de cette partition (il y en a au plus 2™). Tout élément de 2 est
réunion (disjointe) d’atomes, de sorte que le premier membre de (1) s’écrit

sous la forme Y 1", ¢iP(a;), oum’ >0, (cf,...,c),) est une suite de réels
et (a,..., Q) est une suite d’atomes. La formule (1) s’écrit donc :

’

(1) Z ¢'P(ev;) > 0.

1=1

Revenons a présent a la démonstration. Il est clair que a) = b) et il suffit
donc de démontrer b) = a). Supposons donc que (1’) soit vraie pour tout
P telle que P(A;) = 0 ou 1 pour tout i = 1,...,n; alors, par définition
des atomes, on a P(a) = 0 ou 1, pour tout atome «. En choisissant P de
telle sorte que P(oy;) = 1 (i = 1,...,m’), il résulte de (1’) que ¢, > 0
(1 = 1,...,m'). Mais alors on a (1’) pour toute mesure P, ce qui est la
propriété a).

D’apres l'exercice 9, les quatre formules a prouver sont établies dans
toute leur généralité, si I'on montre que pour tout [ tel que 0 < [ <
n chacune d’elles est vraie pour la mesure de probabilité P telle que
P(4;) =--- =P(4) =1et P(A41) = --- = P(A,) = 0. Considérons
donc une telle mesure de probabilité P définie a partir de l'indice .
D’abord les quatre formules sont banalement vraies si [ = 0. Supposons
1 <[ < n et considérons une sous-suite 1 < 41 < .-+ < 1 < n ou
k>1.Sii, <l onaP(4;) = =P(A,) =1, dou, pour k > 2,
P(A“Am) = P(Azl) + P(Alz) - P<A11 U AZQ) = 2—1 =1 et donc
P(A;, ---A;,) = 1 par récurrence sur k . Au contraire, si i, > 1+ 1, on a:
0 <P(A;---A;,) <P(A;,) = 0. Ainsi P(4;, ---A4;,) = 1 ou 0 suivant

ik
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12.

13.
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que {i1,...,i;} est ou n’est pas un sous-ensemble de [[]. La somme S}

est donc égale au nombre de sous ensembles {i1, ..., i}, de cardinal k, de

I’ensemble [1], c’est-a-dire égale a (,i) (voir Proposition 4.4.1 du chap. 4).

Pour prouver la formule de Poincaré il suffit donc de vérifier I'identité
n

1= (—1)k_1(,i), qui est une banalité.

Poulfﬁ dlémontrer I'identité sur les V' observons que lorsque | < r, on a
évidemment V7 = 0. Or pour 0 < k <n —r la quantité S;! , = (Tik) est
nulle; le second membre de I'identité a prouver est nul lui aussi. Lorsque
l=r,onaP(A;---A;) =1,dou V] = 1. Par ailleurs, pour 1 < k <n-—r,
onaS! = ( : ) (l+k) =0et S = (T) = (é) = 1. Le second membre

r+k
vaut aussi 1. Enfin, lorsque ! > r,ona V) = 0. Quant au second membre, il

a5 COCE (L) = B CORCEL) = () 5 R o

Pour démontrer I'identité sur les W notons également que si [ < r les
deux membres sont nuls et ils sont tous deux égaux a 1 si [ = r. Lorsque
I >r,onal>Wy >P(A - AA7 -+ A;) = 1. Quant au second
membre, il est aussi égal a 1 d’apres I'identité démontrée dans § 5.4.

Pour la quatrieme identité observons que le membre de gauche vaut
1

51— (=1)!] = 1 ou 0 suivant que [ est impair ou pair. Le membre de

l o l ‘
droite vaut Zl(—1)9_123_1(;.) =—3 Zl(—Q)j (;) = —3[(-1)' —1].
i= j=
Pour tout entier n > 1 on peut écrire : A = Ay +---+ A, + R,, ou
R,= U Ai. Dapresc)onadoncP(A) =P(A;)+---+P(A,)+P(R,),
k>n+1
d’ou, puisque P(R,,) > 0, l'inégalité P(A) > P(A;) +--- + P(A,), d’ou,
en faisant tendre n vers 'infini, P(A) > >  P(A4,).
n>1

Remarque. — La o-additivité est équivalente a 1’additivité simple, si pour
la suite décroissante (R,) (n > 1), on a P(R,) — 0.

En posant f,(xz) = ), ~o(a).(z™/n!), on obtient f,(x) = afsti(x)
(|lz| < 1). D’autre part, for1(x) — fo(z) = xfar1(x), d’ott I'on déduit
I'équation différentielle f(z) = afq(z)/(1 — x). Comme f,(0) =1, on en
tire fo(z) = (1 — )7 (Jz| < 1).

On a les développements :

_ :132 x2n+1
inx = F( ;——) = -
ST TN 397 Ty nz;o( e
_ 2 72n
) S
CORTZ 0Ny /977y 7;0( o]

(14 7) = :B2F1<1’21; ) = Z(—n"—l% (2| < 1);
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1/2,1 p2ntl
tgx = F( i 2): —1)" 1);
arctgr = o 3/2 x 7;)( )2n+1 (o] < 1)
1/2,1/2
arcsinm:x2F1< /%1/ ;902)
3/2
R D et R (I
= - (2n) 2n+1 ‘

Chapitre 4

4. a)

On prend pour €2 la classe des parties de quatre éléments de X, puis
A = P(Q) et pour P I'équirépartition sur 2. Notons que card 2 = (240).
Soit X; = X \ {(i,d), (i,g)}. Alors A; est la classe des parties de

constituées de la 71°™° paire et d’une partie & deux éléments de X;.

18
P4y = 2) — 3
(3) 9 16) 1
Pour k =2 on a: P(4;, NA;,) = 5% = —55v; pour k > 2, la quantité
est nulle. ( 4 ) ( 4 )
Soit £ = Ay U---U Ajg. D’apres la formule de Poincaré
L 3 () 99
=Y P(4;) - P(A;NA 10— — 222 = ——,
2P 2 A= 1055 ) = g

On prend pour €2 la classe des parties a quatre éléments de I’ensemble de
cinquante-deux cartes; le cardinal de € est (542) et P est I’équirépartition

sur €. La probabilité cherchée est (;1) (428) /(°F) =~ 0,025.

Jeu de « Passe-Dixy». Plus généralement, supposons que l’on prenne
un nombre impair (2k + 1) de dés (k > 0). Notons €2 I'ensemble des
suites w = (a1,...,Q241), OU «; est le numéro amené par le jleme 44
(1 =1,...,2k + 1) et prenons "équirépartition P sur 2. Si A désigne
I’évenement «la somme des points amenés est strictement supérieure
a 3 + Tk, il s’agit de montrer que P(A) = P(A°). Or I'application
(a1, 0p41) — (T—aq,...,7—aop+1) est une bijection de A sur A°,
puisque ag+- -+ ok > 3+Tk < (T—ay)+- -+ (T—aopy1) < 3+Tk.
Autrement dit, le jeu de «Passe-(3 + 7k)» est équitable. Le jeu de
« Passe-Dix ) en est le cas particulier pour k£ = 1.

Chapitre 5

3.

5.

L’ensemble C des éléments w de Q pour lesquels la suite (X, (w)) est
convergente peut étre représenté par :

c=NU N{w: % - xa@l < 7}

[>1n>1k>n
0= 0; Fy(y) = P{Y <y} = Hy(y) = {

a>O;Fy(y):P{aX+b§y}=P{X§ y;b}:F(y_b).

0, siy<b;
1, siy>b.
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a<0; Fy(y):P{aX—f—bSy}:P{XZy_b}

a
—1-P{x < y_b} :1—F<y_b—0>.
a a
6. La fonction ®(x) est croissante (elle est dérivable et sa dérivée est

positive). On a d’autre part 'encadrement F(z) < &,,(z) < F(z + h),
qui montre que lim, .o ®p(z) =0 et lim, o Pp(z) = 1.

8.a) On a, pour 0 < u < 1, les relations : G(u) = P{U < u} = P{F o X <
up =P{X <F 1(u)} =F(F *(uv)) = u.

b) En posant h = F71 on a : P{X < z} = P{X €] — c0,2]} =

P{hoU €] — c,z]} = P{U € h7!(] — o0,2])}. On vérifie que

h=1(] — o0, z]) =]0,F(x)], dot P{X <z} = P{U €]0,F(x)] } = F(z).

9. On a, par hypothese, pour tout z, les relations :F(2x) = P{X < 2z} =
P{2X < 2z} = P{X <z} = F(x); d'ou, en itérant : F(x) = F(2"x).
En passant a la limite pour n — oo , il vient :

[ F(=00) =0, pourz <O0;
F(z) {F(+oo) =1, pour z > 0.

Comme F est en outre une fonction de répartition, elle est continue a
droite; d’ou F(0) = 1. On voit que F = Hj est la fonction de répartition
de gg. De la X = 0, presque siirement.

Chapitre 6

2. a) Soit & la classe des éveénements qui sont indépendants de chaque
évenement de Co. On vérifie facilement que & est une classe mono-
tone. Comme elle contient Cq, elle contient encore la classe monotone
engendrée M(Cy). De 1a M(Cy) et C2 sont deux classes indépendantes.
De la méme facon, on démontre que la classe £ des évenements qui sont
indépendants de chaque événement de 9t(Cy) est une classe monotone ;
elle contient Cy, donc aussi M(Cz). Par suite, M(C1) et M(C2) sont des
classes indépendantes.

b) Il suffit d’observer que, si 2 est une tribu, on a MA) = T(A)
(Proposition 7, chap. 2) et d’appliquer la partie a).

3. P(A)=3, P(B)=1, P(AB) = . Dot P(AB) = P(A)P(B).

5.  Ecrivons «A indépendant de BC'», «B indépendant de CA»y, «C
indépendant de AB» : P(ABC) = P(A)P(BC) = P(B)P(CA) =
P(C)P(AB), c’est-a-dire

P(ABC) _ P(BC) _

) )
P(AP(B)P(C)  P(B)P(C)  P(C)P(A)  P(A)P(B)
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13.
14.

16.

17. a)
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Ecrivons « A indépendant de BUC'» :

P(AB) 4+ P(AC) =P(A)P(B) + P(A)P(C). (b)
En substituant (a) dans (b), il vient k = 1.
Prendre A, B non indépendants et C' = B€.

Par hypothese, P(AB|C) = P(A|C)P(B|C), P(AB|C*) =
P(A|C)P(B|C°),P(A|C)=P(A); d'ou P(AB) =P(AB|C)P(C) +
P(AB|C°)P(C°) =P(A|C)P(B|C)P(C)+P(A|C*)P(B|C°)P(C°)=
P(A)P(BC) + P(A)P(BC*) = P(A)P(B).

On divise I’ensemble des familles de deux enfants en quatre classes
notées (g,9), (9, f), (f,9), (f, f); les lettres g et f sont pour «gargony
et «filley, la premiere lettre d’'un doublet se rapportant a 1’ainé de la
famille. On prend Q = {(g,9), (9, f), (f,9), (f,g)} et sur Q I"équirépar-
tition P. Dans ces conditions

a) P{gg|{(gg) Lo}t =3

) P{(9,9){(9,9), }} 3-
Un enfant issu d’une famllle de deux enfants peut étre classé suivant
I’alternative : «il est garcon ou fille », «il a un frere ou une sceur ». Cela

fait un ensemble 2 de 22 = 4 profils. Si I'on prend ’équirépartition P
sur (), la probabilité cherchée est %

La variable aléatoire X doit étre constante (la tribu engendrée ¥(X)
est indépendante d’elle-méme, donc formée d’éléments de probabilité 0
ou 1).

Les trois variables sont indépendantes deux a deux (noter que le produit
X1X5X3 = (X1X5)? est identiquement égal & 1).

Fy(x )—Fl( )...Fp(z) et Fz(x) =1— (1 —Fi(z))...(1 = Fyu(x)).
ra)k

ZP )Pi(s—k); D) Pr(k):e—m(T

card A r
On a:card Ay = (’"jffll), d’ou P{X, =1} = carko =
On trouve P{X} = 1|8, =i} = i/n, quantité ne dépendant ni de r, ni
de s, et ceci quelle que soit la nature des tirages (avec remise ou sans
remise). C’est 1a un résultat surprenant.

On prend pour €2 I'ensemble des 3! = 6 permutations de A, B, C :
ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA. On prend pour P I’équirépar-
tition sur ; alors P(E) = P(F) = 1, P(ENF) = 1 # P(E)P(F); de
la E et F ne sont pas indépendants.

Non. b) Oui (prendre, par exemple, I’équirépartition sur les « atomes
AB, AB¢, A°B, A°B°).
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Chapitre 7
P{T, =r+k}=("T*Np"¢* (k> 0).

2.
3.

Considérons une suite de répétitions indépendantes d’une alternative dont
les deux résultats sont : A «choix de la poche g», B «choix de la poche d »,
avec les probabilités % et % Désignons par Ty le nombre minimum de
répétitions qu’il faut effectuer pour obtenir s fois le résultat A. La variable

aléatoire T} suit la loi binomiale négative : P{T; = s+k} = (

ThHET

(k> 0).

a)

L’évenement «la poche g est reconnue vide et la poche d contient r
allumettes » est équivalent a {Ty41 = (N + 1) + (N — r)}, dont la
probabilité est . = (*%;7)2~W+D2=(N=") Le méme raisonnement
s’applique en échangeant poche g et d; d’ott u, = 2u). = (21\]]\,_7")2*2]\[”.

v, =2P{TN =N+ (N —-r)} = (2N r— 1)2 ON+r+1

N
S o027 () = 972N Z (2N "~1). (Supposons qu'au moment

ou la premiere boite est v1dee I’autre contienne encore r allumettes
(r > 1). Cette premiere boite n’est pas la premiere a étre reconnue
vide, si et seulement si, lors des (r + 1) choix ultérieurs, le fumeur
choisit ’autre boite : probabilité égale a 2~ ("+1) )

Utiliser 'identité (N 1) + (“;]k) = (a_]lf]ﬂ) et sommerdek=0ak =n.

Prenons dansd) n = N,a =2N—1: Zivzl (2N_1_k) = (2N) - (N_l) -

N-1 N N
(21</V:11) =3 (2N) d’ou le résultat.
N
4 ) N—r —r
Remarque 1. — Tl résulte de a) que 'on a Z_:O (2 ) (1/2)2N T =1,

qu’il n’est pas aisé de démontrer directement (voir Exercice 11).

Remarque 2. — La solution donnée ci-dessus repose sur la notion de
variable aléatoire binomiale négative, dont la définition présuppose un
espace probabilisé infini. Or on peut résoudre le probleme dans le cadre
d’un espace probabilisé fini, comme nous I’a indiqué Anatole Joffe.

Le nombre d’allumettes qu’il est nécessaire de choisir pour que le fumeur
s’apercoive qu'une boite est vide peut varier entre N + 1 et 2N + 1.
Prenons n > 2N + 1 et assimilons le choix d’une poche a un jeu de
«pileyn ou «facey ; on peut modéliser le probleme en prenant pour espace
fondamental ’ensemble €2,, des suites de longueur n dont les termes sont
des 0 ou des 1, chaque suite étant affectée de la probabilité 1/2", ce qui
définit une mesure de probabilité P sur €2,,.

Il y a bijection entre ces suites et les chemins latticiels de longueur n
reliant l'origine a la droite x + y = n. L’espace qui nous intéresse
est I'ensemble ' des chemins w’ partant de 'origine et aboutissant
a l'un des cotés x = N+ 1, y = N + 1, du carré (0,0), (0, N + 1),
(N+1,0), (N+1,N +1). Soit w’ un chemin de I’espace Q" de longueur
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(N+1)+ (N —r) = 2N + 1 — r, aboutissant donc, soit au point P
(N+1,N —r), soit au point Q (N —r, N +1). La probabilité est donnée
par P({w'}) = P{w € Q,, : w admet w’ comme section commencante},
qui vaut (1/27)2n-@N+1=r) — 9=@N+D+r (On constate que cette
expression ne dépend plus de n.)

Pour calculer wu, il faut compter le nombre de chemins w’ allant de
(0,0) & P et de (0,0) a @ et ceci, en touchant le bord du carré pour
la premiere fois. Cela signifie que le chemin doit se terminer par un
segment horizontal s’il aboutit a P et par un segment vertical s’il
aboutit a (). Le nombre de ces chemins aboutissant & P est donc (21\1]\77“) ;
de méme pour ceux aboutissant a (). D’ou

2N —r 1 2N —r 1

n
Ny1l @
{P
0 N+1 n

On voit de méme, en raisonnant sur le carré (0,0), (0,N), (IV,0),
(N,N), que v, = (2]\]7\,__7"1_1)(1/221\7*7”*1) (r=1,...,N). Les rubriques
b) ... e) se traitent comme précédemment. On doit a un étudiant de
licence de 1995 d’avoir calculé directement v en montrant que v = g /2.
Sa méthode a consisté a considérer les deux événements :

A (de probabilité ug) «le fumeur s’apercoit, pour la premiére fois, que
I'une des boites est vide, et I'autre est vide aussi, sans que le fumeur
le sache»; B (de probabilité v) «la premiere boite vidée n’est pas la
premiere reconnue vide ».

Lors de la réalisation de chacun de ces évenements, on passe par le point
(N, N), mais dans le cas A, peu importe si l’'on continue horizontalement
ou verticalement ; en revanche, dans le cas B, il faut continuer dans le
sens opposé a l'arrivée. Il en résulte que v = ug/2.

% =1+ % Le terme b(k;n,p) est supérieur au
précédent pour k < (n+1)p, inférieur pour k > (n+1)p. Si (n+1)p=m
est un entier, alors b(m;n,p) = b(m — 1;n, p). D’autre part, il existe un
entier m et un seul vérifiant (n+1)p—1<m < (n+ 1)p.
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Valeur maximum atteinte pour I'entier k défini par A — 1 < k < A.

500 1\? /364\*7

np = A = 500/365. En utilisant 'approximation de la loi de Poisson,
ona:Pae /3l ~0,11.

Si a) est vraie, on a p, = e *A\"/n! pour tout n > 0, d’ot1 b). Si b)

est vraie, pour tout n > 1 on a : b _PAP2 P _ A et donc
)\ Po  PoP1  Pn-1 n!
Pn=Doy , d’oll pg = e, puisqu’il faut que > p, = 1.
n>0

Ona:E[l/X] E[1/1+(X-1))] = [f uX~ldu] = fo uX 1 du =
fol (1/w)E[uX] du. Or E[u™] = Gx(u) = pu/(1 — qu), d’ou

E[1/X] = fo (p/(1 — qu))du = —(p/q) Logp. Pour p = %, on trouve
E[1/X] = Log2. [Noter que si X suit la loi géométrique Zk>0qu€k
(0 < p < 1), alors E[1/X] = 400; X partage cette propriété avec la
variable exponentielle, dont elle est la version discrete.]

La fonction génératrice de (N7, N3) est donnée par

g(u,v) = E[uM vN2] = EOE[UM vN2 | N = n]P{N =n}. Or
Bl o | N = n] = $ ubH(ph ™ = 32 () (o) ()" =

(pu + qv)™, d’ou g(u,v)_ = > (pu+ qu)"P{N = n}, c’est-a-dire en
n>0

désignant par G la fonction génératrice de N, la relation g(u,v) =

G(pu + qu). Or si L(N) = P(\), on a G(u) = M=V d’ou g(u,v) =

e)\(pu+qvfl) _ e/\p(ufl)ekq(ufl) _ g(u, 1)g(1,’l)).

Supposons N7, Ny indépendantes; alors g(u,v) = g(u,1)g(1,v), c’est-
a~dire d’apres (1), en désignant par G la fonction génératrice de N,
G(pu + qv) = G(pu + q)G(p + qv). En posant h(z) = G(1 — z), on a
h(pu + qv) = h(pu)h(qv), d’ou h(z + y) = h(z)h(y). C’est I’équation
fonctionnelle de ’exponentielle; les seules solutions continues sont de
la forme h(z) = e~ ** (A réel); d’ott G(z) = h(1 —z) = M*~ 1), Comme
G doit étre une fonction génératrice, on doit avoir A > 0 et N suit une
loi de Poisson de parametre .

P{Ty=n}=Ple1==¢,1=0;e,=1}=¢""1p (n>1).
n
Il s’agit de montrer que P{ry = i1,...,7, = i} = [ ¢* 1p,
ouir > 1 (k = 1,...,n). Pour le voir, on exprimera 1’événement
{m1 = 41,...,7n = iy} en fonction des e : {11 = i1,...,7n = in} =
{er1=-=¢e,-1=0, 621 =Lei41 = = €iitip—1 = 0, €544, = 1
i+l = 0 = Eigeiy—1 = 0,4 4gq, = 1}, dout

11—1

P{leil,...,Tn:Zn}_q p- qzz 1p "qln_lp.
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Exprimons ’événement {17 = t,...,T, = t,} en fonction des ¢y, :
{Th=t,....T, =t} ={n=ti,m =t —t1,...., 7 =ty —tp_1},

n
d’olt, en posant tqg = 0, P{Ty = t1,..., T, = t,} = [] ¢+~ *—171p =
k=1

prgltmtem I Tt ml) = pgha T, S0 < #y <o <, et 0 sinon.
D'abord, P(4) = P{N,, = n} = P{3" & = n} = (Z)p"g"". Or
k=1

BﬁA = {Tl = tl;---yTn = tnme = ?’L} = {Tl = tl,...,Tn = tn,

Tn_|_1 > m}, d’ou P(B N A) = Z P{Tl =11,... ,Tn = tn,Tn+1 = k‘},
k>m+1

une expression qui est nulle lorsque 'une au moins des inégalités 0 <

ty <---<t, <mn’est pas vérifiée, et qui lorsque toutes ces inégalités
n+1l m+1

Yy o b q _ ..
sont vérifiées, vaut prtlgh—n—1 = = p"q¢™ ™. Ainsi
kz%—i—l "t 1—gq
1
P(BNA) —, si0<t <<ty <M
P(B|A) = —————F = m
Bl ="F =0
0, sinon.

On commence par déterminer la loi conjointe de (Uy,,V,,); a cet effet,
on exprime ’évenement {U, = i,V,, = j} en fonction des e;. Pour
0<i<n-letj>1lona{lU,=1iV,=j}={eni=1lenit1 =

c=€p =056p41 = = €pyj_1 = 0,644 = 1} et pour i = n et
j>1lontrouve {U,=n,V,=j}={e1=-=¢,=0;¢ep41 ="+ =
€ntj—1 = 0,en4; = 1}. La loi conjointe de (U, V,,) est donnée pour
0<i<n-—1,7>1par P{U, =i,V, = j} =p?¢" " = (pg")(pg’ )
et P{U, =n,V,, = j} = ¢"pg’~!. On en déduit les lois marginales

P{U, =i} = P{Un =i, Vo = j} =

{pqi, si0<i<n-—1;
=1

n 17 — .
q", sii=mn;

P{Vio=j}= P{Us=i,Va=3}=pd ' (j=1).
=0

La loi conjointe est bien le produit des lois marginales. Les variables
aléatoires U,,, V,, sont donc indépendantes. On remarquera, en outre,
que U,, a méme loi que inf(m; — 1,n) et que V,, a méme loi que 7 (qui
est indépendante de n).

Il résulte de la remarque de ba) que U, converge en loi vers 71 — 1,
c’est-a~dire comme on peut le voir directement, lim P{U, =i} = pq’
(i=0,1,...). e

N
Posons G = ) (QZ\IIV_T)(%)QN_T. Alors, avec N —r = i, on a G =
r=0

N ,
(%)N > % (%)Z Or par l'identité binomiale
i=0
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(%)Nii WED (L) = (5 (1 - 5)"WF) = 2. 11 suffit de démon-

trer (%)N > % (%)Z = 1. Le membre de gauche se récrit
i=N+1
(%)QNH% 2F1(2]]VV122’1; %), qui vaut, d’apres l'identité de Gauss,
<1>2N+1 (N+ Dy PTG +N+1+3)
2 (N+1)! TE+N+)I(E+1)
Chapitre 8
1. Loi Espérance Variance
B(n,p) np npq
T A A

3. b)

c)
f)

9. a)

On constate que pour la loi de Poisson, ’espérance mathématique et la
variance sont égales toutes les deux au parametre.

Le nombre d’essais suit la loi uniforme, d’out son espérance (n + 1)/2.

P{L =n} =p"q+q"p (n>1) dou E[L] =2+ (p - ¢)*/(pg) > 2 et
Var L =2+ (1+ pq)(p — q)*/(p*¢*) > 2. Pour déterminer la loi de M,
on la considere comme loi marginale du couple (L, M) :

P{L=1,M=n}=p'¢"p+q'p"q (,n>1);
P{M=n}=) P{L=1,M=n}=¢""p"+p" "¢ (n>1).
1>1

d’ott E[M] = 2 (indépendant de p) et Var M = 2+ 2(p — q)?/(pq) > 2.
d) calculs sans difficultés.  e) E[T] = ¢/p.

. . -1 k—1 -
utiliser les relations : k(}) =r(377) et (") = (=1)*(3).
Le nombre d’essais suit une loi géométrique de parametre p = 1/n, d’ou
son espérance mathématique 1/p = n.
On prend pour 2 ’ensemble des permutations des n chapeaux et pour
P I’équirépartition sur €.

Soit Ay, Dévenement «la k™ personne récupere son chapeauy. On a :
P(Ax) = (n—1)!/n! = 1/n pour tout k = 1,...,n, puis P(A; N A4;) =
(n—2)!/n!=1/(n(n—1)) pour 1 <k <l <n,enfin E[X;] =P(Ax) =
1/77, et E[Xle] = P(AkAl) = 1/(n(n — 1)), d’ou

E[S,] = E[X,] + -+ E[X,] = 1;

n

1 1
E[X21+2) E[X,.X;]=n—- —1)— =2,
B+ ; (X Xi) = s+ n(n = 1)

k
Var S,, = E[S?] — (E[S,])* =1,

E[S,]

toutes ces quantités étant indépendantes de n.
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P{S, > 11} = P{S, — 1 > 10} = P{S, — E[S,] > 10}
Var S, 1
< P{|S, — E[S,]| > 10} < = —.

10. a) X+Z =1-Y,d’ou Var(X+Z%) = Var X+Var Z+2 Cov(X, Z) = VarY,

11.

12.

14.
15.

16.

2Cov(Z,X) = VarX — (VarZ — VarY) < 0. Méme calcul pour
Cov(Y, Z).

X+Y =1-Z,dou Var(X+Y) = Var X+VarY+2 Cov(X,Y) = Var Z
et 2Cov(X,Y) =VarZ — (Var X 4 VarY).

2 Cov(X,Z)=—[(Var Z — VarY) + Var X] < 0;
2Cov(Y,Z)=—[(VarZ — Var X) + Var Y] <0 :

2 |Cov(X,Z)|=VarZ — (VarY — Var X)) < Var Z :
2 |Cov(Y,Z)|=VarZ + (VarY — Var X ) > Var Z;
d’ou |Cov(X, Z)| < |Cov(Y, Z)|.

{10 —-n < X < 10+ n} = {|X—-10//5 < n/5}. Soit n tel que
—0,99 < P{|X — 10| /5 < n/5}, c’est-a-dire tel que

P{|X —10| /5 >mn/5} <0,01.
Or d’apres l'inégalité de Tchebychev :

P{|X —10|/5>5}<1/(n/5)* =25/n>.
L’avant-derniere inégalité est donc vérifiée des que 25/n? < 0,01, soit
n > 50.

Pour tout t > 0, on a, d’apres l'inégalité de Markov

(x| 2 0 < ELYIT

Or {|X| >0} = Uy {1X] > 1/n}, d'oi

P{|X| > 0} < ZP{|X| > 1} ~0.

n
n>1

0.

D’apres les inégalités sur les moyennes, on a : (E[1/X])~! < E[X].
Soit Px = Zk aiEg, laloi de X. On a, pour tout n > 1

D ol o = n"P{|X| > n}.

|z |>n

Or, si E[|X|"] < +o0, alors lim,, Dz |>n |z | g — 0.

La covariance étant invariante par changement d’origine, il suffit de
supposer que X7, Xo, Y7, Y5 sont centrées; on a alors :

Cov(X1+Y1, Xo+Y2) = E[(X1 +Y1)(X2+Y2)] = E[X; Xo] + E[ X Y2 +
E[Y1 Xo] + E[Y1Ys] = E[X; Xo] + E[X4]E[Ys] + E[Y1]E[X>] + E[Y1Y3] =
COV(Xl, XQ) -+ COV(Yl, Yg)
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18.
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D’abord I4 et Ig sont indépendantes ssi pour tout ¢ = 0 ou 1 et
tout & = 0oulonaP{ly=¢lIg=¢}=P{ly=c}P{Ig=c¢}
Cette condition est équivalente & P(AB) = P(A)P(B) (car les trois
autres relations écrites avec A° et B° en découlent). Comme enfin
E[I4] = P(A), E[Ig] = P(B), E[lalg] = P(AB), cette condition est
équivalente a E[I4Ig] = E[I4]|E[Ip].

On peut, sans nuire a la généralité, supposer X et Y centrées; alors
X +Y et X —Y le sont aussi et 'on a : Cov(X + YV, X —Y) =
E[(X+Y)(X-Y)] = E[X2-Y?] = E[X?]-E[Y?] = Var X - Var Y = 0.
[Si(X,Y) est un couple de variables aléatoires indépendantes, normales,
centrées, réduites, le couple (X + Y, X —Y) n’est pas seulement non
corrélé, mais encore indépendant.]

Chapitre 9

1.
2.

(ps+q)"; exp(M(s—1)); ps(l—gs)~"

u
La fonction génératrice de X vaut Gx(u) = . P (u # p/q). Puisque
q est dans l'intervalle ]0, 1[, 'intervalle ouvert sur lequel G x est définie
contient le point u = 1. D’apres la Proposition 2.5, tous les moments
factoriels de X existent; le moment factoriel d’ordre r est égal au
coefficient de v"/r! dans le développement de G'x (1 4 v) au voisinage

1 1 1 1
desz.OerX(u):—I—)—kz—j et Gx(14+v)=——+— .
g ql—qu qg q1-9,
Pour —p/q < v < p/q on a le développement D
1 rooun
Gx(14+v)=14 > —(g) rl. —- D’ou, pour tout r» > 1,
SR A L

EX(X-1)---(X—r+1)] = —(—) 7! Lorsque p = ¢ = %, ce dernier
moment factoriel vaut 27! p .
On peut également trouver I'expression de la r'°™¢ dérivée de Gx et

appliquer la Proposition 2.4.

Exprimant chaque coefficient binomial en fonction des factorielles mon-
tantes, on obtient :

1 sk

. %:(—M)k (=) (=1 (=N + M)y 17

GH(S) =

Pourn < N—Mona(—N+M), = (—N+M),_(=1)*(N—M—n+1);
et on obtient ’expression demandée. Pour n > N — M + 1, on prend
I'indice de sommation [ = k — (n — (N — M)) qui varie dans I'intervalle
[0, min{(N — M), (N — n)}]. Remarquer que 'on a :
(mM—N+M+Un-nuy Om-N+M+1)y,
(M +1)Nn_m (n+1)N_n
Utiliser 'identité de Chu-Vandermonde.

s*G(s); G(s%).
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7.

10.

11.

12.

a) G(s)/(1—s); D) sG(s)/(
)P{X—O}/S-l—(l—G(g
)

a) P{Ty =m} = ()" (
E[Ty] = VarT; = 2.

95 0 (1= GO/l )

1- 1-
)/3)/(1=s); ) (G(s'/?) + G(=s'?))/2.
3) (m=>1); Gr(s)=2s/((3—s);

3.
27

b) (3)"" (5"

n—1 n—1
o) P{Ty =n}=2[(3)" - (3) J(n=2);
Gr,(s) = 25%/(6 — b5s + s%); E[Tx] = 7/2; Var Ty, = 11/4.
d) P{X,, =0} =P{Ty =n}+P{Th=n} =4[(3)" - ()"] m > 1), ce
qui détermine la loi de X,,, puisque cette loi est de Bernoulli.

W=

Utiliser la Proposition 3.2.

Résulte de la Proposition 3.2.

On a x,4+1 = G(x,) pour n > 1 et G est continue.

Noter que G'(1) = . e) Considérer les cas p < 1et u > 1.
E[X,]=p" (n>2); VarX, =o?u" 11 —pu™)/(1—pn) (n>1).
Gn(s)=1—p"+p"s.

= 1= (1= )" His) = X5, () - 3)75 EIT) = HQ) =
POGIC IR A

a) On a U(s) = Pls) Z Z (1)

(8 —s1)™ ... (5 = sm)" 1<i<m 1<5< 5= i)
1 <m 1<5<r;
En multipliant par (s — s1)™, puis en faisant s = sy, 11 vient ay ., =
P
(1) LOrQ(s)=(s—81)™"...(s—8m)™ et
(s1—82)" ... (51 — Sm)™™ P(s1)
Q(’"l)(sl) =1l (s1 —s2)...(s1 — $m)"™™, d'out a1, = 11! Q(T()
On obtient une formule analogue pour chaque a; ,,. 51

Y

08 H &0
S e N N

b) Pour |s| < |s;] la formule du bindéme donne :

o s ()T = e () G e

n=
En substituant dans (1) on obtient la formule demandée.

c) Soit |s1| < |s;| pour i = 2,...,m, la racine s;, étant simple, est
nécessairement réelle. On voit sans peine que le terme prépondérant
dans le membre de droite de (2) est celui correspondant ai =1, j = ry.
(On remarquera que si 1 < j < r, alors (), = o((r),) lorsque n tend
vers l'infini.)

d) Supposons que le degré de P soit m+r (r > 0). Une division permet de
représenter U(s) comme somme d'un polynome de degré r et d’une
fraction rationnelle Pj(s)/Q(s), ou le degré de P; est strictement
inférieur au degré de (). Le polynome n’affecte que les r + 1 premiers
termes de la suite (u,) et la fraction rationnelle Pj(s)/Q(s) peut
étre décomposée en éléments simples comme précédemment. Ainsi le
résultat de c) subsiste.
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Pour qu’au cours de n jets, avec n > 3, on n’amene aucun triplet F'F'F,

il faut en particulier que les trois premiers jets n’amenent pas ce triplet.

Il faut donc que la suite des n jets commence par P, ou F'P, ou FFP;

ce sont des évenements de probabilité 1/2, 1/4, 1/8, respectivement.

Conditionnellement & I'un de ces évenements, la probabilité pour que

les jets suivants n’amenent aucun triplet F'FF est u,_1, Up_2, Un_3,

respectivement ; d’ou le résultat.

Uis) =1 — s — s = Y ups" = L3 up 18" + 13 up_os™ +

) s n>3 2 n>3 3 n>3 )

g D Un38" = §(U(s) —1-3s)+ Z(U(S) -1)+ gU(s). Le résultat
n>3

en découle en résolvant par rapport a U(s).

D’apres la partie c¢) du probleme 12, on a wu, ~ —as;(nﬂ), ou
P(s1) 25 +4s1 + 8 1,236...
= = = 1,236..., d'ov ~
C T Q(s1) T 4+4s 438 Ot U ™ 087 )l
lorsque n tend vers l'infini.
Non. Supposons, en effet, le premier dé pipé selon (p1,...,ps) et le

deuxieme selon (q1,...,q6) (pi > 0; p1 4+ -+ +ps = 1) et (¢ >
0; gt +---+qgs = 1). Désignons par X; (resp. X3) le point amené
par le premier (resp. le second) dé. Leurs fonctions génératrices sont
données par : Gx,(s) = p1s+ -+ pes® = s(p1 +pas+ -+ + pes°) =
sPi(s) et Gx,(s) = qus + -+ + qss° = s Ps(s), ou Py, P> sont des
polynomes de degré 5 en s, a coefficients réels. Par hypothese, on a
Gx,4x,(8) = (2 + -+ s'?) = i—i(l + s+ -+ +519). Si le probleme
était possible, on aurait : Gx,+x, = Gx,Gx,, c’est-a-dire

11—

1
P (s)Py(s) = —(14+s+---+59) = 01

= Q(s).

Or @ est un polynome a coefficients réels admettant dix zéros complexes
(non réels) conjugués deux a deux, alors que P; et P, polynémes de
degré 5, a coefficients réels, admettent chacun un zéro réel; d’ou une
contradiction.

n!
ap = E ———— ou la sommation est étendue a l’ensemble des
n1! TL6'
suites (ny,...,ng) vérifiant ny >0, ..., ng >0et ny +--- 4+ ng = k.
AT .
S
Gs.(s) = s|<1, g=1-p).
s@=(2) (d<ta=1-p

Gs,(s) = (ps)"(1—gs)"=(ps)" kgo (%) (—qs)k ZkZ;O ()pF(—q)"s™F

d’ou la loi de probabilité de S, donnée par : P{S, = r + k} =
(7)p"(—=q)" (k = 0). On voit que la loi II(r,p) de S, est une loi
binomiale négative de parametres r, p.

Evident & partir de a).
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" 1 1
doit avoir 1 =k Y, — =kLog——,dout k= ———.
On doit avoir ngl - og 7 d'ou Tog(1—0)
(u)™  Log(l — 6u)
Pour —1/0 1/6 : =k = :
our —1/0 <u<1/fona:Gx(u) ngl " Log(1— 0)
Comme 6 €]0,1], la fonction Gx est définie dans un voisinage autour
du point 1. Comme G (u) = k0/(1 — 0u) et G'%(u) = k6?/(1 — Ou)?,
on a par la Proposition 2.4 : E[X] = G (1) = k0/(1 — 0) et Var X =

G% (1) + G (1) — (G (1)) = k(1 — k) /(1 — 6)2.

Désignons par C1,...,Cx les champignons cueillis et notons {Cj =
¢} Dévenement consistant en le fait que le k™ champignon cueilli
est comestible. La probabilité pour que tous les champignons soient
comestibles est :

P{Ci=c,...,.Cy=c}=) P{N=n}P{Ci=c,...,Cp, =c|N=n}.
n>1

En supposant les évenements {C1,= ¢}, {Cy = ¢}, ... indépendants

entre eux et indépendants de N, on obtient : P{C; =¢,...,Cy = ¢} =

2>31P{N =n}(P{Ci=c})" = ;1 P{N =n}p" = G(p).

Chapitre 10

1. a)

b)
c)

L’ensemble 2,, n’est autre que la tribu engendrée par m,, c’est-a-dire
I'image réciproque m, 1 (B(S™)). C’est donc une tribu.

Pour A C S, onam,1(A) = W;Jlrl(A x S).

L’ensemble fondamental §2 appartient a 2, donc a 2. Si C' appartient
a 2, il appartient a 2, pour un certain n > 1; le complémentaire C°
appartient aussi a 2,,, donc aussi a 2. Enfin, si C' et D sont des éléments
de 2, on peut supposer que C' est un n-cylindre et D un m-cylindre
et que n < m. Comme la suite (2,,) est croissante, les deux cylindres
C et D appartiennent a 2,,, ainsi que leur réunion, puisque 2, est
une tribu. Par suite, la réunion appartient a 2. Les axiomes sur les
propriétés d’une algebre sont donc vérifiés. En revanche, 2 n’est pas
une tribu. Prenons, en effet, un élément fixé (x1,x2,...) de Q. Pour
tout n > 1, ensemble C,, = {m,, = (z1,22,...,2,)} est un n-cylindre.
Or 'intersection (),,~; Cp est simplement le singleton {w} qui, lui, n’est
pas un n-cylindre, quel que soit n.

D’abord %, est la tribu engendrée par m,. C’est donc la plus petite
tribu rendant 7,, mesurable. Toute tribu rendant tous les m,, mesurables
doit donc contenir la réunion des 2,,, c’est-a-dire 2, et par conséquent
aussi ¥ = T(A). Chaque X,, est mesurable, car pour tout 7' C S,
I'ensemble X, }(T), quon peut écrire 7, 1(S"~! x T), appartient a
2, et donc aussi a T. Enfin, tout cylindre C = {m, € A} peut
s’exprimer comme la réunion de tous les évenements de la forme
{Xi =z} n{Xe =22} N---N{X,, = x,}, ou la suite (x1,x2,...,2,)
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parcourt ’ensemble (fini) A. Par conséquent, toute tribu qui rend tous
les X,, mesurables contient nécessairement tous les cylindres, et donc
aussi la tribu €.

Pour simplifier, notons la formule en question ) , pn(z1,...,2x).
Soit ¢ = {m, € A} = {m, € B}. 1l s’agit de démontrer :
P{m, € A} = P{m, € B}. En effet, I'égalité > , pp(1,...,2,) =

> g Pm(T1,...,2y) entraine A = B, lorsque n = m, car m, est surjectif.
Sim < n, alors {m, € A} = {7, € B} entraine A = 7,,(7,,}(B)) = B x
ST DoU Y g pm(T1, - Tm) = D pug Pmt1 (T Ty Tg1) =
= pygn-m Pn(T1, o Ty, X)),

Si 'on se fixe n, la suite 7,(C,,) (m > 1) est une suite décrois-
sante de parties non vides de l’ensemble fini S™. Il existe donc un
indice m(n) tel que 7,(Cy) = T (Cpy(n)) pour tout k& > m(n). On
a donc : (51 Tn(Cm) = Tn(Cpyn)) # 0. L'ensemble 71(C,, (1)) est
non vide. Il contient donc un élément s;. Supposons déja obtenue
la suite (s1,...,8,) de S™ telle que pour tout k& < n la sous-suite
(51,...,5k) appartienne & m(Cly,ry). En particulier, (sq,...,s,) est
dans 7, (C,(n)), donc aussi dans 7, (Cy,(n41)). On construit donc ainsi,
par récurrence, un élément w = (s1, Sa,...) de §2 qui est tel que chaque
suite initiale (si,s2,...,s,) appartient a (), ~; 7 (Cy,) pour tout n.
Prenons un entier m > 1. Alors C,, est un [-cylindre pour un certain
entier [. Il en résulte que la suite (si,s2,...,$;) appartient & m;(Cly,).
La suite infinie w est donc dans C),,. Comme ceci est vrai quel que soit
m, il en résulte que 'intersection (), Cy, est non vide.

D’abord P est évidemment positive, puisque les p, le sont. Ensuite,
en prenant 2 = {m € S}, ona: P(Q) = > .¢pi(x) = 1. Soient
maintenant deux éléments C, D de 'algebre 2 tels que C N D = (.
Il existe alors un entier n tel que A C 8™, B C S™ et C = m,1(A),
D = m1(B). De 1a, n,'(AUB) = ;' (A) Un,}(B) = CUD et
0 = m,(CND)=m(n;}(A) N7, Y(B)) = mom, (AN B) = AN B.
On en tire P(CUD) =Y 4, 5Pn(®1,-- . &n) = D4 Pn(T1,...,2n) +
Y.gpn(z1,...,2,) = P(C) +P(D). L’additivité de P est bien vérifiée.
Pour démontrer la o-additivité de P, on fait appel a ’exercice précédent.
Si (C),) est une suite décroissante de cylindres tendant vers (), alors il
existe un entier m tel que C,, = ). Par conséquent, C,, = Cpp1 =
-+ =0. Dot limy, P(Cy) = 0, ce qui établit bien la o-additivité.

En effet, toutes les conditions du théoréeme de prolongement d’une
mesure de probabilité sur une algebre sont réalisées. On peut donc
prolonger la mesure a toute la tribu engendrée.

Prenons pour p,, la fonction p,(x1,...,2,) = p(x1)...p(x,). Les condi-
tions (i), (ii) et (iii) de l’exercice 3 sont trivialement vérifiées. Le
résultat de l'exercice 6 affirme qu’il existe une et une seule mesure
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de probabilité P sur (2,%) telle que P{X; = z1,...,X,, = x,} =
p(z1)...p(xy). De plus, P{X,, = z,} = > P{X1 = z1,...,X;,-1 =
Tpn—1,Xpn = Tp}, o la somme est sur 'ensemble de toutes les suites
(r1,...,Tn_1) € S L soit P{X,, = z,} = Y. p(z1)...p(xn_1)p(xn),
somme calculée sur le méme ensemble. De la, P{X, = =z,} =
p(zn) ngign—l(zmesp(xi)) = p(x,).1 = p(x,). Ainsi la condi-
tion (ii) du présent exercice est bien vérifiée. La condition (i) l'est
aussi, puisque P{X; = z,,..., X, = x,} = p(x1)...p(x,) = P{X; =
x1}...P{X,, = x,}.

La fonction p; est donnée et pour n > 2 posons p,(z1,...,2T,) =

p1(z1)q2(x1,22) - .. qn(21, - . ., Ty ), quantité qui est égale a
II P{Xi=u2i|Xiz1 = zi—1,..., X1 = 21 }P{X1 = 21}, par consé-

2<i<n
quent a P{X; = x1,...,X,, = z,}, si cette mesure de probabilité P
existe. Or les trois conditions (i), (ii) et (iii) de l’exercice 3 sont
trivialement vérifiées pour cette suite des (p,) juste définie. Il existe
donc une et une seule mesure de probabilité P sur (€2,%) telle que
P{X1 =x1,...,Xn = 2} = p1(x1)q2(x1,22) ... gn (1, ..., 2y). Cette
loi convient, car d’abord P{X; = 21} = p1(z1) par définition; ensuite
P{X, =x, | Xn-1=2pn-1,..., X1 =21}

 PXi=2,... . Xpy=2) P12 qn
P{Xi=x1,.... X1 =201} DP1@2...Gn-1

= dqn-

C’est un cas particulier (important) de l'exercice précédent avec
qn<x17 cee 7$n) =DPxp_1,2n et p1(flf) = Dx-

Chapitre 11

1. a)

Notons les variables X et Y au lieu de X; et X9 et formons les
évenements A, ; ={(j —1)/2" < X <j/2"} et B, ={(k—1)/2" <
X < Ek/2"} (j,k = 1,2,...,n2"), ainsi que A, pong1 = {n < X} et
By nony1 = {n < Y}. Puisque X et Y sont supposés étre indépen-
dantes, chaque A, ; est indépendant de chaque B,, ;, pour tout j,k =

1,2,...,n2" 4 1. Formons les variables aléatoires simples positives
n2"+1 n2" 41
Xn= 2 (G-1/2")1a, et Vo= > ((k-1)/2")1Ip,,.
j=1 k=1

Pour tout couple (j,k) tel que 1 < j,k < n2™ 4+ 1, on a P{X, =
(—1)/2", Yo = (h=1)/2"} = P{X,, = (j—1)/2"}P{Y,, = (k—1)/2"} =
P(AnsBus) = P(Anj)P(Bur) = P{Xa = (j — 1)/2"}P{Y, =
(k —1)/2"}. Ainsi X,, et Y,, sont indépendantes, d’ou E[X,Y,] =
E[X,|E[Y,]. D’autre part, on a aussi XY = sup, X, Y, et comme
(X,.Y,,) est une suite croissante de variables aléatoires simples posi-
tives, on conclut que E[XY] = sup, E[X,.Y,| = sup,, E[X,|E[Y,] =
E[X]E[Y].

D’apres la Proposition 6.2 du chap. 6, les variables X et X~ sont
indépendantes des variables Y et Y. Ces quatre variables sont par
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ailleurs positives et a espérance mathématique finie. D’apres a) on en
tire : E[X|E[Y] = (E[X*T] — E[X ) (E[YT] —E[Y"]) = E[XTY "] —
EXTY |-EX YT |+EX Y] =E[(XT-X")(YT-Y )] = E[XY].

Par définition de la densité (voir la définition précédant la Proposi-
tion 4.2), pour tout ensemble borélien B, on a :

P{Y € B} = P{ho X € B} = Px{h € B} = fh—l(B) fx(z)de =
fsxmh—l(B) fx(x)dz. Si BN h(Sx) = 0, alors Sx Nh™Y(B) = 0 et
donc P{Y € B} = 0. Ainsi pour tout borélien B on a : P{Y € B} =
P{Y € BN h(Sx)}; ce qui prouve que le support de Y est contenu
dans h(Sx). Enfin, en appliquant la formule ci-dessus & B = {y}, on
obtient : 1y (y) = P{Y =y} = fh_l({y}) fx(z)dz.

Pour la solution, voir la démonstration du Théoreme 1.1 du chapitre 15
sur les changements de variables.

11 suffit de faire la démonstration pour E[X] < +oo. Il est clair que
f(z) | 0, lorsque x — 400 et que la fonction r(z) = P{X > =z}
est, pour x > 0, continiment dérivable, strictement décroissante et
convexe. D’autre part, E[X] = O+°° r(x)dx et M est 'unique nombre
vérifiant (M) = 1/2. C’est aussi I'aire du rectangle (OADFE). Menons
en C la tangente au graphe de 7(+); les triangles hachurés ont méme
aire. Il en résulte que aire curviligne (ABC) est supérieure a l'aire
curviligne (CDFE). En ajoutant & chacune de ces aires curvilignes
laire curviligne (OACE), il vient E[X] = aire curviligne (OBE) >
aire du rectangle (OADE) = M.

La densité commune aux trois variables aléatoires est f(z) = Ijp,1](x).
La densité de X; + X5 est le produit de convolution de f par elle-
méme : fo(z) = (f = f)(z) = [ f(u)f(z — u)du. La fonction &
intégrer est strictement positive sur Dy = {(u,z) : 0 < u < 1,0 <
r—u < 1} = {(u,z) : max(0,z — 1) < w < min(l,z)}. On
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Y du =z, our 0 <x <1
a donc : fy(z) = {fol P D

s qdu=1—(r—-1)=2-2, pourl <z <2

D’ou finalement fo(x) = {1 —l-al si0<z<2

0, sinon.
X
2
1 : 1p--mmm -
I > U . xX
0 1 0 2
L’ensemble Dy La densité fo

b) La densité de X7 + Xo + X3 est donnée par f3(x) = (fz x f)(z) =

ffooo fa(u) f(x — u) du. La fonction a intégrer est strictement positive
sur D3 = {(u,z) : 0 < u < 2, 0 < z—u < 1} = {(u,2) :
max(0,z — 1) < u < min(2 x)}. Trois cas a considérer : (1) pour

O<m§10naf3 foudu:w2/2;(2)pour1§x§2,
on a f3(z) = [T fo(u)f(z — u)du = f:_ludu + (2 —u)du =
5(1—(3:—1))+2(:1:—1) (:1;2—1):—(:13 3)2 4+ 3, (3) pour
2<z<3,ona: f3(x)= f;_l( fo “vdv = 1(z—3)%

x?/2, pour 0 <z <1;

—(p —3)2 3 .
D’ou finalement f3(z) = (@=3)+4 pourl<z<2;

(x —3)2/2, pour 2 < x < 3;

0, ailleurs.

On constate, que contrairement a f5, la fonction f3 est continiiment
dérivable.

|

o
R S
M) #-—— === ==~

L’ensemble Dj La densité f3
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c) La densité de X; — X5 est paire et donnée par g(z) = ffooo flu)f(x+
u) du. La fonction a intégrer est strictement positive sur D = {(u, z) :
O<u<l,0<z+u<l}={(uz):max(0,—z) < u <min(l,1 —x)}.
De la, pour 0 < z < 1,0n a g(z) Py =1—x et pour —1 < x <0,

—Jo
g(z) = f_lm du =1+ z, et finalement g(u) = { L—laf, silef<1,

0, sinon.
X
1 1
(7 x
0 —1 0 1
—1
L’ensemble D La densité g

6. a) Utilisons les notations de ’exercice précédent. Comme Y7 + Yo = (X5 +
Xs) — 1, la variable Y7 + Y5 a pour densité g2(y) = fa(y +1) =1 — |y,
si ly| <1, et 0 sinon.

b) La variable Y7 + Y5 + Y3 = (X1 + X2 + X3) — % a pour densité
s(+3)? si-3<y<
_y2+%7 SI_%<y§%7

<3

= f3(y+3) =
92(y) = fs(y + 3) ly—2)2 sil<y

0, ailleurs.
1 3
__________ Z— - [
Lo IN
. ; A ! :
—1 0 1 _3 1 o 1 3
2 2 2 2
La densité g- La densité g3

c) La variable Y7 — Ys = X; — X5 a la méme densité que Y; + Y5. On
notera que le graphe de g3 est le recollement de cinq trongons de courbes
différentes. Ce recollement est continiiment différentiable. On ne sera
pas surpris, au vu du graphe, que la loi de la somme Y; + --- 4+ Y,
convenablement normée, converge en loi vers la normale N(0,1) (cf.
chap. 18).

7. Pour 0 <z <1 et n =1 on retrouve : fi(x) = 1. Supposons n > 1
et procédons par récurrence sur n. D’abord pour 0 < x <n-+1on a:
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fasr(@) = [T file — ) faluw) du= [T fo(u)du

n—1 z — Ekyt)yn—1
= S (=P (U (x, k), ot U(a, k) = / ((u—k) )' du.
k=0 z—1 (n—1)!
L’évaluation de cette intégrale donne :
0, six <k;
(gt R siz-1<k<z:
z—1 (’I’L - 1)' ‘e n!
(z=F) _(x—k:—l) ,sik <z —1.
n! n!
Soit [ 'unique entier positif défini par : x — 1 <[ < z. Alors
n—1 l
n n
Fusa(0) = 3 0F (o) = S04 () oty
k=0 k=0
-1
B k() (@—kK)" (z—-k-1)" N AANCED
=21 (k)( ! ) )
k=0
!
o k)™ cf no\ (x—k)"
_F+Z ( ) n! +};(_1) (k—l) n!

Il
SR IS
+
/—\
3
> +
—_
~~
3_
5
3
I
|
=
>
N
S
> +
p—
N~
0
~
=
3

Chapitre 12
1. a) Comme P{X € A, Y € B} = [ _, ,cp du(z,y), puis

E[Qy(A) - Ityeny] :/RQy( Iyepy(y) dPy (y / Qy(A) dPy (y),
et aussi

QW®=/uw&M@=4MﬂM@

on peut récrire l’identité initiale comme

/Q:EA,yeB dplz,y) = /yEB (/%A de(w))dPy(y).

b) Les conditions (1) et (2) sont banalement vérifiées. Pour I'identité (3) on

a: E[Qu(A)  Iivery] = 20 Qu(A) Iyy,eny PAY =y} = Y P{X €
JjedJ JjeJ
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AlY =y} Iy,epy PIY =y} = 2 PIX € AY = yj} ey =
P{X €A Y € B}. jes

c) La propriété (1) est banale; pour (2), le fait que y — Qu(A) =
J4 fx v (z|y)dx soit mesurable résulte du théoréme de Fubini. Enfin,
la condition (3) récrite dans sa forme intégrale s’exprime comme :

/xeA,yeB fxy(z,y)dxdy = /yeB (/xeA I[xv(z|y) da?)fy(y) dy,

une identité qui a été vérifiée en (3.3).

2.a) fx(x) =e o 100[(2); fr(y) = € 10,400 (Y)-
b) On a, pour tout (x,y) € R?, I'identité f(z,y) = fx(z)fy (y).

Les variables X et Y ne sont pas indépendantes : on vérifie que
fx (@) = 2e72 I 4 ool(7) et fy(y) = 2¢7Y(1 — e7¥)Ijp toof(y), de sorte
que 'on n'a pas f(z,y) = fx(x)fy (y). [f(z,y) n’est qu’en apparence le
produit d’une fonction de x par une fonction de y.]

La condition est évidemment nécessaire. Montrons qu’elle est suf-
fisante. En désignant pa,r fX( ) fy( ) les densités marginales de

X Y il vient fx(z) = [; f(=, y dy = g(x)(fzh(y)dy), et aussi
—fR xyd:v: (Je9(@)dz)h(y); doul—fRfy(y)dyz
(fR ) dz) ([ h(y) dy) et donc fx( ) fy (y) = g(x)h(y) = f(z,y).
R 1 v 2Vr2 —a? |
fxlz) = W/m dtzgiﬂ , stz <r;
0, sinon.
9 /r2 _ 2
Frl)={ 7 s
0 sinon

E[X] =E[Y] = 0.

b) X et Y ne sont pas indépendantes.

c) Cov(X,Y) = 0; en effet, E[XY] = 0 (par symétrie). Conclusion : le
couple (X,Y) est non corrélé et pourtant il est non indépendant.

d) Gu) =P{U <u} =P{X?+Y?2 <u}. Siu<0,alors G(u) =0. Si 0 <
u<7r? onaGu) =P{VX2+Y2< Ju} = n(y/u?/(rr?) = u/r?. Si

u > 7r?, onaG(u) = 1. Il en résulte, en dérivant, g(u) = (1/r%)Ijo 2 (u).

[ 2
e) E[U] = /ug(u)du =3 wdu = % Or E[U] = E[X?] + E[Y?]
R 0
et comme E[X?] = E[Y?], on a : E[X?] = E[Y?] = r?/4. Comme
E[X] = E[Y] =0, on en déduit : Var X = VarY = r?/4.

fxy(@.y)  Fela) = 0.
f) frixylz)= fx(@) fx(z) > 0;

densité arbitraire, sinon.
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Or fx(x) > 0, si et seulement si |z| < r, d’ou
1

1
5 si|z| <r <12 - 2.
fY|X(y|$)={2 oR— 2| <7, ly| < Vr?—a?;
densité arbitraire, sinon.

2 _ 2

BY? | X =)= [ 4 fy xlylo)dy = =5

2 .2 2 | 9,2
EX2+Y? | X =a] =a? + - 3:1: e

3
r24+92X2

E[X2+Y2|X]=

P{L <a}=P{VX2+Y2<a}=P{X?+Y?<a?}=G(a®) =a®/r%

P{min(Ly,..., Ly) > a} = P{Ly > a}...P{Ly, > a} = (1 - i—Q)n

P{min(Lq,...,L,) < a} =1— (1 - a_2) . C’est la probabilité pour
T

qu'un tir au moins touche le disque (0,a) de centre 0 et de rayon a.

En désignant par f(z1,z2) la densité conjointe de M et par fx, (z1)
la densité marginale de X3, la densité de X5 liée par {X; = x1} est
donnée par

C’est la densité de la loi N(pz1, /1 — p?).
On a E[X»| X;] = pXi, d'ou le résultat en vertu du Corollaire 2 du
Théoreme 5.6.

Nous donnerons trois exemples.

1 1
Prenons f(z1,x2) = o exp(—i(:ﬂ% + x%)) +ag(xy,x2), ol

{96151327 sifzi| <1, |zo] <1,
0, sinon,

positive telle que f(x1,22) soit strictement positive. On vérifie que
f(x1,22) est une densité de probabilité, évidemment non normale, et
que ses densités marginales ont les densités de (0, 1).

g(z1,22) = et oll a est une constante

Soit (X, Z) un couple de variables aléatoires indépendantes, ou X suit
la loi normale NV'(0,1) et Z laloi 3(s_1 +¢£11). Posons Y = XZ; alors
le couple (X,Y) fournit un exemple; en effet, X et Y suivent la loi
N(0,1). C’est le cas, par définition, pour X. Pour Y on le voit comme
suit : P{Y <y} = P{Y <y|Z =+1}5 +P{Y <y|Z = -1} =
T1(P{X <y|Z =41} +P{-X < y|Z = —1}), une expression qui est
égale & 1 (P{X < y}+P{—X < y}), puisque X et Z sont indépendants,
soit encore P{X < y}, puisque X est symétrique. En revanche, le couple
(X,Y) ne suit pas une loi normale & deux dimensions. Il suffit pour le
voir de remarque que X +Y = X (1+ Z) est égal a 0 avec probabilité 1
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et a 2X avec probabilité % On voit, en outre, que la somme des deux

variables aléatoires normales X, Y n’est pas normale.

Considérons une loi normale a deux dimensions, centrée, mais dégénérée
dont le support est la premiere bissectrice. Faisons tourner de 90° le
segment pondéré de cette bissectrice dont les extrémités sont les points
(—1,—1) et (+1,+1), tout en laissant l'autre segment en place. On
obtient ainsi une loi a deux dimensions, centrée, qui n’est plus normale.
Or ses lois marginales, qui sont les mémes que les lois marginales
initiales, sont normales.

+1

Désignons par h(z,y) la densité conjointe de (X,Y") et par f(z) (resp.
g(y)) la densité marginale de X (resp. de Y). On a par hypothese
h(z,y) > 0et f(x) >0, g(y) > 0 pour tout x et tout y. Bornons-nous a
démontrer b) = a). Sib) est vérifié, ona f = g et h(x,y) = f(x)f(y) =
(2?2 +y?). En supposant ¢ dérivable, il vient f'(x)f(y) = 2z ¢’ (2% +y?)
P S NS L C.) B 1 ()
et f(z)f'(y) =2y ¢ (2" +y7); dou 2 ()~ 20 f(5)
f'(x) = 2caxf(x) = 0 et donc f(x) = ke .

La loi conjointe de (X,Y) est donnée, d’une part, par la loi de X, qui
est la loi uniforme sur {1,2,...,6} (on a donc E[X]| = 7/2), d’autre
part, par la loi conditionnelle de Y liée par X. Or la loi de Y liée par
{X =z} (x=1,2,...,6) est la loi binomiale B(z,1/2).

On a E[Y | X = 2] = z/2, dou E[Y | X] = X/2; c¢’est une variable
aléatoire. On a ensuite E[Y]| = E[E[Y | X]] = E[X/2] = 7/4.

On a E[N] = E[E[N |X]] = E[N|X = 1]p+E[N|X = 0](1 — p).
Or E[N|X =1 = 1et E[N|X = 0] = 1+ E[N]; dou E[N] =
p+ (1+E[N])(1—-p)=14+ (1 —pE[N], dou E[N] =1/p.

ar,s = E[E[N, s | X]] = E[N; s | X=1](r/(r + 5)) + E[N;,s | X=0](s/(r +
5)) =1x(r/(r+s)) + (1 +E[Nysa])(s/(r+s)) = (r/(r+s))+ 1+
ars—1)(s/(r+s)). D'ou ars = 1+ (s/(r + s))ars—1. Les conditions
initiales a,o =1 (r > 1) sont évidentes.

La démonstration se fait par récurrence sur s, 'entier r étant fixé.
ElY] = E[E[Y|X]] = Y P{X = KJEY|X = k] = Y P{X =
k}(k/2) = E[X]/2. k=0 k=0

= ¢, c’est-a-dire
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2) La loi conjointe de (X — YY) est donnée par P{X —Y =k, Y =1} =
PIX=k+1,Y =1} =P{X=k+1}P{Y =1l|X=k+1} =P{X =
k+1}/(k+1+1) (k,1 >0); dou, en posant u, = P{X =n}/(n+1)
(n > 0), Pexpression P{X —Y =k, Y = [} = ugy;. On voit que cette
loi conjointe est symétrique en k,[; il en résulte que les lois marginales
de X —Y et Y sont identiques. De fagon précise, P{X — Y = k} =
Youpp =y up et P{Y =1} = > upqp = ) uy.
1>0 i>k k>0 >l
b = a : Sib) est vérifiée, on a u; = P{Y =1} —P{Y =1+ 1} =
dp—qTlp=¢q'p?> (1 >0); donup; = ¢**'p? = (¢*p)(¢'p), c’est-a-dire
P{X Y =kY=1I}=P{X Y =kP{Y =1}

a = b : Sia) est vérifiée, on a upy; = (Y u;) (Y u;). En faisant
i>k 3>l
[ =0 et en posant p = ) u;, qui est dans |0, 1[, il vient u =p > u;,
Jj=0 >k

Uy — Upy1 = PUk, qui = upy1 (¢ = 1 — p). Puisque ug = p?, on obtient
ug = ¢*p? (k> 0), dou P{Y =1} = > u; =¢'p (I > 0).
j=l

13. a) On peut prendre g(a,b) = E[X |a < X < b]. Or la fonction de survie

conditionnelle pour tout x > 0 est donnée par

P{X >z,a< X <b}
P{X <X <b}= L= =
X>alas X<t} Pla<X <b)

1, si0<zx<a;
P{X >z} —P{X >b} e —e?

= = ia<ax<b;
P{X >a} —P{X >0} e Po—e AV’ HO=T=D
0, sixz > b.
a b Az —\b —Xa )b
— 1 —b
D’ou g(a,b):/ 1dx+/ e _-° da::—+ae © )
0 a €

—Xa _ oAb N T e ha _ oAb

1
b) On a blim g(a,b) =E[X | X >a] = X +a = E[X]+a, un résultat qu’on

peut prévoir a priori, en raison de la propriété d’absence de mémoire
de la loi exponentielle.

1 1 . _
c) Onag(a,a+5):X+<—X+a+o(5)>.Dou E1_1)r(r]1+g(a,a—|—5)—a.

Chapitre 13

1. Se rappeler la définition de ’aire d’un parallélogramme et faire plusieurs
croquis annexes.

2. g(u) = E[e*XP)] = pe®™ + ge7P* (u € R). Ainsi g(u) admet le
développement suivant en série entiere, valable pour tout réel w :

U k —u k uk
gu)=pY % +q) % => (pd" +a(=p)") 77
k>0 E>0 E>0

Le moment d’ordre k > 1 est le coefficient de u*/k! dans ce développe-
ment; d'ott E[(X —p)*] = pg* + q(=p)* (k> 1)
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k=1 0;
k=2:  p¢®+ap®=pa(p+q) =pq;
k=3:  pg®—ap® =pa(q®> —p?) = pa(a —p);
k=4:  pq"+ap" =pa(a® +p°) = pa(1 — 3pq).
g} (u) = —E[Xe~"X], d’ou, en multipliant par e~ ¥* (u > 0),
gy (u)e v = —E[Xe~“X+¥)]. En intégrant, on obtient
o X
/ ue_y“du:E[i]. 1
| diw i (1

En conditionnant par rapport a Y, il vient
X X ° X
eley) =Ry = | By [y =y
X+Y X+Y o LX+Y y| duly)

=/OOOE[XLW] duly) ;

d’ot, en remplacant E[(X/X + y)] par sa valeur trouvée dans (1)

E[Xiiy} = —/Ooo du(y) (/oo g1 (u)e " du) ;

enfin, en utilisant le théoreme de Fubini

B[y = [ s ([ emau)a=- [ ot e

Supposons X, Y indépendants et de méme loi; d’ou g1 = go = g. Alors

E[X?(FY} z—/ooog'(u)g(u) duz—%/oozgz(u))/du:%[l— lim gz(u)}.

X 1 X+Y X
OE[ }:—, i 1:1@[ ]t IE[ ]:
r YX—|—Y 5 puisque X+Y et que X+Y

Partons de la définition de la fonction gamma

I(p) = /000 e Pl dx (p>0)

et faisons le changement de variable z = su (s > 0)

I'(p) = sp/ e Syl du;, = = —/ e Sy~ du.
) 0 st T(p) Jo

Prenons pour s une variable aléatoire X a valeurs strictement positives

et posons g(u) = E[e~%X]; il vient
— == e " uP™ du,
Xr T(p) Jo

d’ot, en utilisant le théoreme de Fubini, I'identité suivante dans [0, +oc]
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E[%} = ﬁ/o g(wuP " du. []

Désignons par my l'espérance mathématique de X et par pus, us,
4 ses moments centrés d’ordre 2, 3, 4. Posons X —m; = Y, d'ou

g(u) = e*™ gy (u), h(u) = Log g(u) = um1 + Log gy (u). Or

2 u3 u4 4
QY()_1+/~622 +M33 tHagy +o(lul”) =14 Au);
- M)
ot h(u) = umy + Log(1 + A(u)) = um + A(u) = == + o(|u ")
2 w3 ul .
=umi + p2 5y 21 +M3§ + (14 3#2)4, of[ul").

On constate que h/(0) = mq, h"(0) = pa, K"(0) = ps, R (0) =
pa — 3p3. Ce sont les quatre premiers cumulants de X.

rlatl)—n
membre est convergente, si et seulement si (a + 1) —n > 1, c’est-a-
dire n < a, et dans ce cas elle vaut a/(a — n).

o0 &) ux

g(u) = E[e"X] = / "X f(z)dx = a/ — dx. Cette intégrale est
définie, si et seulemlent si u €]—o00,0]. Oi ] — 00, 0] n’est pas un voisinage
ouvert de u = 0; la fonction g n’est donc pas une fonction génératrice
des moments. D’ailleurs, si elle en était une, la variable aléatoire X
admettrait des moments de tous les ordres, ce qui, d’apres a), n’est pas
le cas. En revanche, X admet une fonction caractéristique tout comme
toute variable aléatoire.

o0 o d
E[X™"] = /1 " f(z)dr = a/l . L’intégrale au dernier

.CB2

1 2 2 > 2
g(u) — ?/Reukte_m /2 dm = E/ eux—m /2 df[f. Ol" uxr — ? -

RY: 2
_@Tu) + %; d’ou g(u) = 2e* /2—/ e~ @=w?/2 4o En fai-

sant © — u = t, on obtient : g(u) =

| o © o,
2eY /2—( e V24t + e t/2 dt) soit
\Y 27 /;u 0 ’

1 1 — 2 2
g(u) = 2e* 2/2<§ v e /2 dt> = e /2(1 — 20(—u)), ot Pon
T

-

/2 =
\/271' /u

a posé @ (u e t/2 gt

1
On a g(u) = E[e»XY] = 2—/ U o= /21" /2 dr dy; d’ou, en
T 2



CHAPITRE 13 311

intégrant a x constant,

1 1 2 2
U) = —— | eV /2 gy e /2 4y
g(u) /—27T/R< %/R Y
1 2 2 2 1 2 2
_ u‘z®/2 —x /Qd _ / —(1—u*)z /2d
— [ e e r=——1_ce T
\/27T/R V2m Jr

1

9. La variable A = X;X; — X95X3 est la somme des deux variables
aléatoires indépendantes X1X4 et —X3X35. Or L(—X2X3) = L(X2X3).
Donc L(A) est la loi de la somme des deux variables aléatoires indépen-
dantes identiquement distribuées X;X, et X5X3. D’apres l'exercice

1
Scédent, tire : = . = <1).
précédent, on en tire : ga (u) Ad Ao 1w (Ju] < 1)
10.a) On a: > ap(p)f = e A Y (A ) = e et = AN G p = et
k>0 k>0
alors > (@) = 3 ape®*, qui est la fonction caractéristique de la
k>0 k>0
loi P())
p l1—gq A—1 |
b) On a: 3 ar(e)® = p 3 (ap)* = = - , ol
k>0 k>0 l—gqp l-gp A-—yp
I'on a posé 1/¢ = XA > 1. Dans le cas particulier oun ¢(t) = e, alors
S ar(@)® = 3 are*t, qui est la fonction caractéristique de la loi
k>0 k>0
géométrique > pgFer (k> 0).
k
11. a) Prenons ¢,(t) = ( t) (A e o, 1]) et f(A) = Ijpq1(A). Alors
fo oa(t)d\ = fo e(At)d\ = (1/t) fo du = ®(t) est une fonction
caracterlsthue L,
b) Pour tout A € [0,+oo[ la fonction py(t) = e % est une fonction

caractéristique. De plus, pour a > —1 la fonction f(A) = Axe—A /1,0l

= fooo AN d) < 00, est une densité de probabilité sur [0, +ool.
Enfin, [°e " (A /1) d\ = (1/1.) [;° A% > 0+ d), une
expression qui par le changement de variable A1 +t2 = wu vaut
(1/I,)(1/(1 + 2)latD)/2) [ ue " du = 1/(1 + t2)(@+1/2 ou encore
1/(1 4 t2)7 [en posant v = (a4 1)/2 > 0] et qui est bien une fonction
caractéristique.

12 On a ox(t) = p_yiz(t) = o_yv(t)pz(t) = @y(t)pz(t) et aussi
vy (t) = px(t)pz(t) en échangeant les roles de X et Y. On en déduit
lpz(H)]> =1, don |pz(t)] =1 et pz(t) = e avec ¢ € R.

13.  Notons ¢(uj,us) la fonction caractéristique du couple (Y7,Ys). On a
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gO(ul, U2) = ]E[ei(’lqu-f—quz)] — E[ei(u1+u2)X+U1X1+u2X2]

= px(u1 +u2)px, (u1)px,(uz). D’ou 'on tire

¢(u1,0)p(0,u2) = px (u1)px (u2)px, (u1)px, (uz). Orle couple (Y1, Yz)
est indépendant, si et seulement si p(u1,u2) = @(u1,0)p(0,us), une
relation qui se réerit px(u; + uz) = @x(u1)px(uz). Clest 'équation
fonctionnelle de 'exponentielle. D’out px(u) = e, avec ¢ = i et «
réel, puisque ¢x(u) est une fonction caractéristique. Par conséquent,
X = a, presque strement.

Pour u > 0, z > 0, on a, d’apres l'inégalité de Markov, P{X > z} =
P{e®X > eue} < e7 ¥ E[e“X], d’ou le résultat en prenant I'infimum au
dernier membre.

Chapitre 14

1.

Supposons que r soit continue a droite et vérifie 'identité. D’abord

r(0) = 7(0)%, d’ott 7(0) = 0 ou 1. Si 7(0) = 0, 'identité entraine que r est

identiquement nulle. Supposons r(0) = 1; on a alors 7(1) = r(1/2)? > 0.
1 1

1
Sir(l) =0, 'équation r(1) = r(——l—- . ~+—> = r”(—) (n > 1) entraine
n n n
que r(1/n) = 0 pour tout n > 1. Comme r est continue a droite, il
vient 7(0) = 0, contrairement a ’hypothese. Par conséquent, r(1) > 0
et r(1/n) = (r(1))/™ pour tout n > 1 et aussi r(m/n) = (r(l))m/n.
Comme, d’une part, tout nombre réel x > 0 est limite a droite d’une
suite de nombre rationnels (g, ) et, d’autre part, r est continue a droite,
on a: r(z) = r(lim, g,) = lim, 7(g,) = limn(r(l))q" = (7"(1))‘T On en
déduit : r(x) = e** avec a = Logr(1).

Pour x > 1 on a: P{X > 2} = P{e¥ > 2} = P{Y > Logz} =
e Aosr — p=A et f(z) = —(d/dz)P{X >z} = \/z M1,

EX] = [ r(z)ds = fol de + [z rde = A(A—1),si A > 1. Si
A < 1, 'intégrale ne converge pas.

Ona:P{XF>z}=P{X > ¥o}=aoM siz>1,etlsi0<z<]l.
Dot E[X*] = \/(A — k), si A > k et E[X*] = 400, si A < k. Une
variable de Pareto n’admet pas des moments de tous les ordres, donc
pas non plus de fonction génératrice des moments.

Pour > 0 on a r(z) = P{X > 2} = P{Y > 2} = e ",
d’ou f(x) = —r'(x). Enfin, E[X] = 0+°O r(z)de = O+°° oA gy —

1/ AV (1/a) [ 7 emtu/O=e gy = (1/AY)T(1 + (1/a)), par le

changement de variable Ax® = u.

En effet, F(z) = P{X < 2} = P{—Log(e¥ — 1) < 2} = P{Log(e¥ —
1) > -2} =P{e¥ > 1+e %} =P{Y > Log(l+e®)} = exp(— Log(1+
e ")) = 1/(1 + e~ 7). Par dérivation, on obtient 1’expression de f(z).
Enfin, la dérivée seconde de Log f(x) est égale & —1/(1 + chz) < 0.
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Pour 0 <z < lonaP{Y >z} =(P{X >z})"=(1-2)", dou
P{lY <z} =1-P{Y >z} =1— (1 —2)". La densité de Y est donc
donnée par f(z) = n(l—2)""1 = nz!=1(1—2)""1, qui est la densité de
probabilité de la loi B(1,n). De méme, P{X < z} = 2™, ce qui donne
pour densité : f(z) = nz" ! = nz" (1 — z)'7! soit la densité de la
loi B(n,1).

1 I'(1/2) ) _
eg = exp[i <L0g2 + T(1/2) )] En effet, on sait que : E[|X]|] =

r 1
2/2F<T+ (r > —1); dou, puisque /7 = I'(1/2), Loge, =

NG
lrr I'(1/241r/2) Log2 1 [(1/2+1r/2)
;|5 Log? + Tog T(1/2) | = =5+ o rajz "
L1/2+r/2)  I'(1/2)+ (r/2)T(1/2) +o(r) 1T I'(1/2)
r/2 I'(1/2) B 2 I'(1/2)
r{/2+r/2) rI'(1/2)
r(1/2) — 2T(1/2)
eo = A le77, ol v est la constante d’Euler. En effet, on sait que
E[X"] =T(r+1)/A" (r > —1), d’ot Loge, = 1[—rlog A+Log'(14r)] =
—LogA+2Log'(1+7)/ Or T'(14r) = T(1)+7rI’(1)+o0(r). On sait que
I"l)=—y;douT’(1+7r)=1—~r+o(r), LogT'(1 + 1) = —yr + o(r)
et le résultat.

Log

+

o(r); d’ou Log

+o0(r); le résultat s’en déduit.

11 suffit d’observer que E[|X|"] < 400 pour tout r € [0, 1].

Prendre X = e¥, olt Y est une variable aléatoire de Cauchy C(0,1). On
voit que E[X "] n’est finie pour aucune valeur r > 0.

On a pour tout x > 0

1 e MNP dt > -1

_r(@) _ e MY :/ 6A<m>(3>1’ it
p(z)  [f(=) e A (APt z x

d’ou, en faisant le changement de variable t — x = u

SRy A
— = e M1+ — du;
p(z) 0 33)

d’ou le résultat.
N ey i . .
E[X"] = m fo e~ gPT"=1 dz; en faisant le changement de variable
p

Az = u on obtient : E[X"] = ~uyPT 1 dy. L'intégrale du

1 1 foo
— e
A" D(p) 7
second membre est convergente, si et seulement si p+r > 0 et dans ce
cas vaut I'(p + 7).

g(u) = E[e¥X] = 1 [Letw=Dlelgy = [*ev=D= dy. Cette intégrale
est convergente pour u — 1 < 0; en faisant le changement de variable
(u—1)x =y, il vient g(u) =1/(1 —u) (u < 1); laloi de | X| est £(1).
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SOLUTIONS DES EXERCICES

1
Soit g la fonction génératrice de (1) : g(u) = Ty (u < 1). Alors
—u
1 \2
—) (u<1) (oi I'(2, 11>>; 1

gXl—Xz(u) = gXl(U)g_XZ(U) = gXl(u)gX2(_u) - 1—u'l+u -

iu(u<1)

9x1x: () = gx, ()9, () = (

T (Ju| < 1) (premiere loi de Laplace) ; g x, - x,|(u) =

u
(loi £(1)).
Désignons par p laloi de X; il vient P{Y > X} = [“P{Y > X | X =
ahdu(z) = [[TP{Y > z X = z}du(z) d’ oil puisque X, Y sont
mdependants P{Y > X} = [["P{Y > a}du(z) = [, e Mdu(z) =
Ele= ] = L(\).

D’apres a) on a, puisque les X}, sont indépendantes,

P{Y >X1 4+ 4+ Xn} = LX1+---+Xn()\) = LX1 ()\) e LXn()\) =

P{Y > X;}...P{Y > X, }.

OnaQ={M=X1}+ - +{M=X,}, don {M > ixk—M}:
{X1>2Xk}u U{X >ZXk}etP{M> ZXk_M}
RZ1 hn
nP{X1>ZXk}.
RZ1

D’apres b) puisque P{X; > X5} = 1/2, on en tire :
n—1
P{M > Z Xp— M} =n[P{X; > Xo}]" ' =n(3) .
k=1

er = [EXTY"=1+7r)"Y" (r>0); eo=lime, =e .

rl0

Le support de X est [—1,+1]; pour z € [—1,+41], sa densité est donc

x) = [ I1017(u) Ijo 1) (z +u) du. La fonction & intégrer est strictement
positive pour 0 < u < 1et 0 < z+u < 1, soit f(z) = (1—|z[) I|_1 41)(z).
Pour obtenir la fonction caractéristique, on opeére ainsi : px, (t) = (e —
1)/(it), px() = ox, (£) x, (—) = 2(1 — cost) [£2 = (sin(t/2)/(t/2))?.
La variable aléatoire 2X a pour densité et fonction caractéristique
fox(@) = (1/2)fx(/2) = (1/2)(1 = (jal/2) 2, 12)(x) ot pax(t) =
ox(2t) = (sint/t)%
oy, (t) = (sint)/t, py(t) = @y, (t)? = ((sint)/t)?; c’est la fonction
caractéristique de 2.X.

Chapitre 15

1.

Utiliser le Théoreme 1.1. Une solution plus élégante consiste a faire
usage de la derniere application du présent chapitre.

Utiliser le Théoreme 1.1.

Utiliser la formule de ’exemple 3 (loi du rapport).
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Faisons le changement de variable u = =z + y, v = z/(x + y), qui
établit une bijection de ]0,4o00[x]0,4o00[ sur ]0,4+00[x]0,1[. On a :
x=uv,y=u(l—v), D(x,y)/D(u,v) = ’ 1 ﬁ y _uu‘ = —u. La densité
conjointe de (X,Y") est donnée par
f(.'L' y) — A" — Az r—1. A® —)\yys—l — )\T+s e—)\(l‘-l-y)xﬂ“—lys—l,
’ I'(r) I'(s) I'(r)L(s) ’
la densité conjointe de (U, V') est donc g(u,v) = f(uv,u(l —v))u, soit
)\r—|—s
9(0.0) = sy ) (u(1 = o)Ay
_ )‘T+S ur—l—s—l —)\u' F(r + S) vr—l(l . ’U)S_l.
L(r+s) L(r)T(s)

Par conséquent, g(u,v) est le produit de la densité de la loi I'(r + s, \)
par la densité de la loi Beta(r, s).

F(@) = Jp To@)g(z/v)(1/[v]) dv = [, (1/v)g(z/v) dv.

La variable aléatoire X prend ses valeurs dans [0,+oc[. Supposons
x > 0 et faisons le changement de variable z/v = w. Il vient f(z) =
[ (g(u)/u)du. De 1a f est dérivable et f'(z) = —g(z)/z (z > 0).
Comme, par hypothese, g(x) > 0 pour tout > 0, on voit que f'(x) < 0
pour tout x > 0. Il en résulte que f est strictement décroissante sur
10, +00[ et admet donc un mode et un seul en z = 0.

La variable aléatoire X prend cette fois-ci ses valeurs dans R. Reprenons
la représentation de f donnée en a) et effectuons toujours le changement
de variable z/v = u. Nous distinguons deux cas :

(1) pour = > 0, on obtient f(x) = fmoo(g(u)/u) du (x > 0);

(2) pour z < 0, on obtient f(z) = [~ (g(u)/u)du (z < 0).
Dans les deux cas, on voit que f est dérivable et que f/'(z) = —g(x)/x
(x # 0). Par hypothese, g(z) > 0 pour tout z € R. Pour z < 0 on
a donc f'(z) < 0 et pour x < 0, f'(x) > 0. Il en résulte que f est
strictement décroissante sur ]0, ool strictement croissante sur | — oo, 0].

Elle admet donc un mode et un seul en xz = 0.
La relation zf'(z) + g(x) = 0 donne f'(z) = —(x/v2m)e " /2, d’on
fla) = (1/V2m)e /2.
Faisons le changement de variable (:j) = A(Z), (Z) = A1 (Z),
(D(z,y)/D(u,v)) = det A= = £1. D’oli, avec les mémes notations
qu’en 3)
_ 1 1

(u,0) = F(e(u,0), () det A= - expl(— 5 (22(u, ) + 42 (1, ).
Or, puisque A est orthogonale, on a 22 + y? = u? + v? et donc

1 1 1 1
9(u,v) = o= exp(—5 (u? +v?)) = —= exp(—5u?) x

! (—20?)
ex ——=7 .
o 2 NG 2 Jar ATy




316

b)

10.
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On sait que T' = Y/ X suit la loi de Cauchy C(0, 1). On peut donc écrire
a+bl'  aX +0Y

c+dl X +dY’
indépendantes dont chacune suit la loi N'(0,1), ¢’est donc une variable

aléatoire qui suit la loi de Cauchy C(0,1).

C’est le rapport de deux variables aléatoires

La densité conjointe de (X,Y) est f(z,y) = (1/(2#))6_(”24’3’2)/2.
=2
Faisons le changement de variable z _ xx_ y qui établit une bijection

de R2 sur]R2;{x:u/2 D(z,y) o ‘1/2 0‘ 1

S P = - L
y = (u/2) — v’ D(u,v) 1/2 -1 9
densité conjointe g(u,v) de (U, V) est donc égale a :

i e e S (GRICED)

Les densités marginales s’en déduisent :

g(u,-) = /Rg(u,v) dv = %\/% exp(—%uzz) (loi N (0,0 = 2));

g(-,v) = /Rg(u,v) du = %%exp(—%%) (loi N(0,0 = /2)).

La densité conditionnelle cherchée est :

_g(w,0) 1 1 1u?
QUV(UaO)—m—ﬁEeXP<—§?

Posons W =X +Y,V = X —Y. En faisant le changement de variable

) (loi (0,0 = v2)).

{Z:jj—yy’ un calcul analogue au précédent fournit
1 1 1 w?
w,0) = ————ex (———) loi V(0,0 = v/2)).
On constate effectivement que L(2X | X —-Y =0) = L(X+Y | X -Y =

0) = L(X +Y). La raison en est que, dans les hypotheses de I’énoncé,
les variables aléatoires X + Y et X — Y sont indépendantes et que, en
outre, conditionnellement a X —Y =0,ona X +Y = 2X.

Par récurrence.

Il suffit de montrer b). Soit A un borélien de R. On a : P{Y € A} =
1P{X € A}+1P{(1/X) € A}. Or d’apres a), P{(1/X) € A} =P{X €
A}, dou P{Y € A} =P{X € A}.

La densité conjointe de (X,Y) est f(x,y) = (1/(27‘(‘))6_(362—'_2/2)/2.
u=2x

Faisons le changement de variable { , qui établit une application

Y
v=x/y
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de R? dans D, avec D = {(u,v) : u > 0,v >0, ouu < 0,v < 0}. Cette
application n’est cependant pas une bijection de R? sur D (les couples

(z,y) et (—z,—y) ont méme image). Comme z? = uv et y?> = u/v,

D(u,v) ‘ y x
renons x = +\/uv, y = ++y/u/v, d’ou =
P vy =l SN Be ) T ity —agy?
D
—2(x/y) = —2v et DETL:Z; = —1/(2v). Comme tout élément (u,v)
de D est 'image de deuzx éléments de R?, on a
1 1 1
g(u,v) = 2f (z(u ) —2—exp< 2<uv+u>>m
1 U 1 1
= — - )— D).
2 exp( 2<v+v>>|v| ((uv) € D)

Densité marginale de U :

1 oo
Pour u >0 : g(u,):%/() exp(_g(v_{_;))%
1/ U 1\\ dv
< . o) = — R —
Pour u <0: g(u,-) 27r/_ exp( 2(1}-1— v)>—

D’ou

g(u,-) = —7<t+%>>? (u € R).

Densité marginale de V' :

11/ 1
Pour v <0: g(-,v)zz__ eXp(—g(v+—>>du,
™=V J_~ v

soit avec % (v + 1) =1t,

11 [ etdt 11 >,
Lv) = == ~tdt.
9(50) = s v/+oov—}—(1/v) 7r1+v2/0 °

1 1

D’ou

(v eR).

a) L(U)=C(0,1); b) L£(Z) =C(0,1).
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Chapitre 16

1. a)

3. a)

b)

Considérons I'inégalité suivante, valable pour tout n > 1 et tout € > 0 :
P{|X,+Y,—X-Y|>2} <P{|X, - X|>e} +P{|Y, - Y| > ¢}

Le résultat en découle en laissant e fixe et en faisant tendre n vers
I'infini.
Considérons 'inégalité suivante, valable pour tout n > 1 et tout € > 0 :

P{|X,Y, — XY| > 3e} <P{|X,, — X||Y| > ¢}
+P{|Y, - Y||X| >} + P{|X, — X| |V, - Y| > ¢e}.

Majorons le premier terme du second membre; on a pour tout € > 0 et
tout A >0 :

P{|X, — X||Y|>¢e} <P{|X, — X| >¢/A} + P{|]Y| > A}.

On peut choisir A assez grand pour que P{|Y| > A} < n; le
nombre A étant ainsi choisi, on peut prendre n assez grand pour que
P{|X, — X| > ¢/A} <, de sorte que P{|X,, — X||Y] > e} < 2. Le
deuxieme terme du second membre se traite de la méme fagon. Enfin
le troisieme terme du second membre tend vers 0 lorsque n tend vers
I'infini, puisque

P{|X, — X||Y,, = Y| >e} <P{|X, — X| > Ve}+P{|V,, - Y| > Ve }.
On a, en vertu du Lemme 5.3, pour tout n > 0, I'inégalité

Fx,+v, (x) —Fx, (2)] <Fx, (x+n) —Fx, (z—n) +P{|Y,] >n}.

On conclut en prenant pour x, z —n, * +n (n > 0) des points de
continuité de la fonction de répartition F de X et en laissant tendre n
vers l'infini.

On a, pour tout A > 0 et tout € > 0

P{|X,Y,| > Ae} < P{|X,| > A} + P{|V,| > €}.

. L N . ’ . .
Puisque X,, — X (ou X est une variable aléatoire), le premier terme
du second membre peut étre rendu inférieur a 7 pour A, n assez grands.

Puisque Y, 2,0 1e second terme tend vers 0 lorsque n tend vers I'infini.
Ces deux points permettent de conclure.

La série de terme général E[ | X0 |1/2] = n~3/2 est convergente; donc

X, 220, d’apres le deuxieme critére de convergence presque sure.
E[Xrﬂ = 1; donc X,, ne tend pas vers 0 en moyenne quadratique.
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Supposons que X, — X et qu'il existe C > 0 tel que pour tout n > 1

on ait P{|X,| < C} = 1. Il en résulte que P{|X| < C} = 1, puisque,

pour tout € > 0, on a P{|X| < C+¢} = lim P{|X,| < C+¢e} =1.
n—oo

Posons E,(¢) = {|X, — X| > €}. On a [X,, — X[ < €"ge(e) +
(2C)"IEg, (c), d’on, en prenant 'espérance mathématique et en faisant

tendre n vers l'infini limsup E[ | X,, — X|"] < ¢".
n—oo

t+L
Avec B = t+Losg(€)) on a:
€

g(e) > / X dp > eEB/ dP = e'g(e)P{X > B}.
{X>B} {(x>B}

Utiliser le deuxieme critere de convergence presque sture.
Si > < E[X?] < oo, alors E[X?] — 0 lorsque n tend vers linfini, d’olt
le résultat.
X 2 X 2 O(1 X
E[(—n—1> ] = Var = = 0”2 = (1) — 0. Ainsi == — 1 tend
Hn HFn (1n) ‘,U(L‘ . Hn
vers 0 en moyenne quadratique, donc aussi en probabilité.

Puisque X,, -0, on peut extraire de la suite (X,,) une suite partielle
(X,,) telle que X, | 0 p.s. Or ceci entraine X,, | 0 p.s., puisque la
suite (X,,) est décroissante.

Pour tout ¢ > 0, on a P{X,, > ¢} < 1/n — 0, alors que, pour
tout n > 1, on a E[X2] = +o0, puisque l'intégrale fol/n(l/x) dx est
divergente.

X, -0, car pour tout € > 0, on a P{X,, > e} < P{X,, >0} =1/n —
0.

Montrons que la suite (Y;,) ne converge pas vers 0 en probabilité.
Remarquons, tout d’abord, que {Y3, > 1/2} > | {Xr = k},

d’ott P{Ys, > 1/2} > P( IEJQ{Xk =k}) =1- P(nﬂ;{}k =0}) =
1_<kr£2 (1—-(1/k)) > 1_<1k:[<2 exp(—1/k) = 1_exp(i<kz<2 (1/k)) >

1 —e Y2 > 0. Ainsi P{Y3, > 1/2} ne tend pas vers 0 lorsque n tend
vers I'infini; la suite (Y,,) (n > 1) ne tend donc pas vers 0 en probabilité.

Le support de Z, est [0,n]. Pour n > z on a P{Z, > z} =
P{min(U4,...,U,) > z/n} = P{U; > x/n,... U, > z/n} = (P{U >
x/n})" = (1— (x/n))", qui tend vers e~ ? lorsque n tend vers I'infini.
Le support de e *¥ est ]0,1[. Pour 0 < < 1 on a P{e ™ <z} =
P{X > —(Logz/\)} = e A= Log2/3) — 2. soit L(e*X) = L(U).
D’apres les exercices 12 et 13, on a L(A,) = L(Z,,), ou Z,, désigne la
v.a. définie a 'exercice 12; d’ou, d’apres ’exercice 12, A, LY, ouY
est une variable aléatoire exponentielle de parametre 1.
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Comme B, = (An)l/’\, on a B, LLy1/A La loi limite est la loi de
Weibull (cf. exercice 3 du chap. 14), dont la fonction de survie pour
z > 0 est donnée par P{YYA > 2} = P{Y > 2*} = ¢~ .

Comme C,, = (An)_l/)‘, on a C’nLY_l/A. La loi limite est la loi
de Fréchet, dont la fonction de répartition pour = > 0 est donnée par
P{Y V* <2} =P{Y >z} =e ),

On a D, = —LogA,; dou D, £, LogY. La loi limite est la loi
de Gumbel, dont la fonction de répartition pour tout z est donnée par
P{—LogY <z} =P{YV >e*} =e (¢,

Pourz > 0,ona: P{Z, <z} = (P{X < nx})n = (1-P{X > nx})n =
(1—0(1/(nx)))n. D’ou Log P{Z,, < z} = nLog(1—0(1/(nx))), qui tend
vers 0 lorsque n tend vers I'infini.

Pour # > 0, on a : P{Z, < 2} = (1 - P{X > n'z})" =
(1 — % + 0(1/n)>n, qui tend vers e*a“"_k, lorsque n tend vers I'infini.
Exemples pour a) : L(X) = £(0) (0 > 0), X = |Y|, avec L(Y) =
N(0,1).

Exemples pour b) : X =e¥, avec L(Y) =E(0) (0 >0)eta=1,\=10;

ou bien X = |Y| avec L(Y) =C(0,1) et « =2/m, A =1;0u blen encore
X =Y -1 avec L(Y) = Pareto(l Deta=1, A=1.

Chapitre 17

a)

On a E[Y,] = m, VarY,, = 02?/n. Pour calculer E[Z,], on supposera
= 0 (en effet, Z,, ne dépend pas de m). Un calcul élémentaire montre

que E(Xk Y,)? = ZX2 nY? dou]E[E(Xk Y,)?| = no’—o? =
(n— 1)0 et E[Z,] = 021

Zn = (1/(n —1)) z X2 — (n/(n—1))Y,2. Or en utilisant la loi forte
des grands nombr:s: éle Kolmogorov (Théoréeme 2.3), on obtient

(1/n) Z X ELE[X?], puisque E[X7] < oo et Y, Z5E[X;], puisque
[|X1H < 0o; dont Z, ZLE[X2] — (E[X,])? = o2.

Désignons par ¢ la fonction caractéristique commune aux X,,. Puis-
que X, est dans L' et qu’elle est centrée, on a ¢'(0) = 0. Or
Py, (t) = (gp(t/n))n. En posant ¢ = Logy, on obtient vy, (t) =
ny(t/n) = t((t/n) —¥(0))/(t/n). En faisant tendre n vers l'infini,
il vi%nt Yy, (t) — tw’(O) = t¢'(0)/p(0) = 0; d’OI\l‘ @y (1) - 1 et
Y,, — 0. La valeur limite étant une constante, la derniere propriété est
équivalente a Y, 250.

Comme X,,/n =Y, —((n—1)/n)Y,_1,ona X, /n 250 (n — o). Il en
résulte qu’avec une probabilité égale a 1, I'évenement A,, = {|X,,| > n}
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ne se réalise que pour un nombre fini d’indices n. Les X, étant
indépendantes, les évenements A, sont indépendants; il résulte alors
du lemme de Borel-Cantelli que > P(4,) < cc.

n>1
Les X,, étant identiquement distribuées, il suffit de montrer que
E[|X:]] < co. Or E[|X;|] = [ P{|X1| > 2} dz. En posant Hj =

{r e RY":k<z<k+1},onaE[|X;]] = ZkZOfHkP{|X1| > ax}dr <

> P{IX1| >k} [y, dz = 30 P{|X1] >k} < +oo.
k>0 k>0

Les X,, étant dans L', il résulte de la loi forte des grands nombres de
Kolmogorov que, presque stirement, Y = E[X;] = constante.

Pour tout ¢ > 0 on a P{|S,/n| > ¢} = P{|S,/v/n| > ey/n}. Or, pour
tout N > 0, il existe Ny tel que pour tout n > Ny on ait ey/n > N. Par
suite P{|S,/n| > e} < P{|S./v/n| > N} — f‘m|>N du(z), ot p est la
loi de Y. Puisque N est arbitraire, il en résulte que P{|S,,/n| > e} — 0.

La densité g, (z, R) est égale & V,,_1(VR? — 22 )I|_g 4 p)(z), d'on
Vo \(VEE =27
AR
I I'(1+n+2) 1 22\ (n=1)/2
/a1 + (n— 1)/2)§( - ﬁ)
soit, en prenant R = /n, la densité

_ 1 T(+n/2) z2 ) (e
fulz, V) = VaT(1+(n—1)/2) <1 B ﬁ>

En utilisant la formule de Stirling I'(1 +p) ~ (p/e)?/27mp (p — ), on
obtient apres un calcul simple

fn(z, R)

I_gr 1),

I ity (%)

! (1 +n/2) — L (n — 00).

VAL +(n—-1)/2) V2

Prenons z réel et entier n assez grand pour que |z| < y/n. On voit que
x2\ (n=1)/2 2 /g Lo
(1 — —> — e/ lorsque n tend vers ’'infini.
n
On sait, d’autre part, que pour de grandes valeurs de n, le volume de
la boule B, (0, R) a tendance & se concentrer sur la périphérie; il suffit
V(B
V(R + h)

R n
<7R n h> — 0, lorsque n tend vers l'infini. On peut donc s’attendre

au résultat suivant :

pour le voir de remarquer que pout tout h > 0 on a

Projetons la surface A, (R) de la boule B, (0, R) sur I’axe des x : on
obtient une distribution de masses de densité ¢ (z, R), que 'on norme

~(z, R
pour avoir une densité de probabilité f(z, R) = QZLL(’R)) Pour R =
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v/, la suite des densités f(z,/n) converge ponctuellement, lorsque
n tend vers linfini, vers la densité de la loi normale N(0,1). Cette
conjecture est effectivement vraie et un calcul analogue au précédent
permet de la démontrer.

11 suffit de démontrer 3). Pour tout n > 1 posons A, = {X, = 0}.
Alors {X,, — 0} = liminf A,, = (limsupAfl)c; d'ou P{X,, — 0} =

n—oo

1< P(lim sup Afl) = 0. Or, les A,, étant indépendants, on a, en vertu
n

du Lemme de Borel-Cantelli : P(limsup AS) =0& Y P(AS) < 0 &

> Up < +00. e n1
n>1

Chapitre 18

1.

3. a)

La fonction génératrice de X est go(u) = exp(A(e™ — 1)); celle de
(Xx—\)/VXest donc g(u) = e VA exp()\(e“/‘/x— 1)). D’ou Log g(u) =

2
_ _ u/VXZ /X — 14 %" LA
uzu\/X >\+?; uv/A A+A< +\/X+2A+O<A>>
o T o(1) — 5 ainsi g(u) — ¥ /2.

La fonction génératrice de X, est go(u) = (A/(A —u))? (u < A); donc
X, — (p/A A 1
celle de M est g(u) = e*“\/f_’g()(—u) — e‘“ﬁ( )p'

N /P -

2

. u uu
D’ou Log g(u) = —uﬁ—pLog(l—%> = —u p_p<_%_%+

1 2 1 2 2
0(2—))> = % +0(]—9> — %; ainsi g(u) — e* /2.

“ 1 1 1
E[Sa] =) £ ~logn, C2 = VarS, =Y, E(l - E> ~ Logn.
k=1

Posons X, = X, —1/n, S, = >.7_, X). On a VarS] = Var§,, =
C2. La suite (X/) (n > 1) est une suite de variables aléatoires
indépendantes, centrées, de L2. Elle vérifie, de plus, la condition de
Liapounov pour § = 1; en effet,

= L0 (D) - He-DI0-D 6]

Il en résulte que S/, /C,, i>/\/(0, 1), d’ott aussi Y, £, N0, 1).
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Soit (Xj) (k > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes de

loi commune pe; + geg. Posons S, = > Xj. La somme dont on cal-
k=1
cule la limite est égale, vu que S,, suit la loi binomiale B(n,p), a

Pl 15 5, o) = PTG < S < )
{(n/2) —np

une expression qui pour n grand est équivalente a : P

Sy —np < M } _ {_ (1/2) T < Sn —np \/’\/—
v 1Pq vV 1Pq VP4 v 1Pq
D’apres le théoreme central limit, cette derniere expression est équi-

v (a/p)vn
V —(p—(1/2))v/n/\/Pq

—2%/2 g0
e T )
V2T

Remarque. — Interprétons X comme la fonction indicatrice de la voix
recueillie pour un candidat A par le k'™ électeur. S’il y a n électeurs,
S,, représente le nombre de voix recueillies par A. Le précédent résultat
montre que si p > %, c’est-a-dire si la probabilité est a prior: favorable
au candidat A, alors la probabilité pour que la décision, prise a la
majorité d’une seule voizx, soit favorable a A, tend vers 1, lorsque le
nombre des votants tend vers 'infini.

_m2/2 dx, qui, puisque p > ;, tend

valente a

Vers

Désignons par F,,, F les fonctions de répartition de Y,,, Y. Pour tout
point de continuité x de F et tout n > 1, on a P{Yy, < z} =
> P{Yn, < z,N, = k} = >  P{Yx < z,N,, = k}. En vertu de
k>1 k>1

I'indépendance des suites (Y,,), (N,), on en déduit P{Yy, < z} =
> P{Y, < z}P{N, =k} = > Fir(x)P{N, =k}, dou

k>1 k>1
P{Yy, <z} —F(z) = gjl(Fk(x) — F(z))P{N, =k} = g)l(Fk(w) -
F(z))P{N,, = k}+kZM(F_k(m)—F(m))P{Nn =k} = J1+J5. Supposons

a présent que Y,, Ly,

On peut choisir M assez grand pour que pour tout k& > M on ait
|Fr(z) — F(x)| <e, dou |J2] <e.

Le nombre M ainsi fixé, faisons tendre n vers l'infini. Puisque par
hypotheése N,, = + oo, on a, pour tout k > 1, lim P{N, = k} = 0.
On peut donc choisir ng assez grand pour que porifrotoout n > ng on ait
|J1’ <E.

C’est une conséquence directe de a), puisque d’aprés le Théoreme
«central limit », on a Y;, = N(0, 1).
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